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Abstract 
This project has combined tools from geospatial analysis, mathematical optimization theory, and 
computational geometry to study a routing paradigm that we call sidekick routing. A sidekick routing 
scheme is a logistical framework in which a large vehicle, such as a truck or van, serves as a mobile base 
�(�}�Œ�������(�o�����š���}�(���•�u���o�o���À���Z�]���o���•���~�š�Z�����^�•�]�����l�]���l�•�_�•�U���•�µ���Z�����•�����µ�š�}�v�}�u�}�µ�•���P�Œ�}�µ�v�����À���Z�]���o���•���~���'�s�•�•���}�Œ���µ�v�u���v�v������
aerial vehicles (UAVs). Systems of this kind have significant potential to simultaneously reduce vehicle 
miles travelled (VMT) �t because the sidekicks are not restricted to streets �t and to improve accessibility 
to goods, because the so-�����o�o�������^�o���•�š���u�]�o���_�����}�•�š���}�(���š�Œ���v�•�‰�}�Œ�š�]�v�P���š�Z�}�•�����P�}�}���•���]�•���Œ�����µ�������X 
The sidekick paradigm has very recently seen use in many public and private sector organizations, both 
in California and elsewhere. However, although the requisite physical technology is reasonably mature, 
the requisite management technology (i.e. systems for determining efficient routing strategies) are 
relatively nascent. Moreover, the extent to which such services can provide a societal benefit are not yet 
understood, although the results from this report indicate that the potential is very high.  
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Executive Summary 
One of the more novel recent innovations in the logistics world, both in theory and in practice, 
is the use of small autonomous vehicles to facilitate last-mile delivery. One particular scheme 
�š�Z���š���Z���•���Œ�������]�À���������}�v�•�]�����Œ�����o�����Œ�������v�š�����š�š���v�š�]�}�v���]�•���š�Z���������^�•�]�����l�]���l�_���•���Z���u���U���]�v���Á�Z�]���Z�������o���Œ�P����
cargo truck act�•�����•�������u�}���]�o�����^�����•���_���š�Z���š�������‰�o�}�Ç�•���•�u���o�o���Œ���À���Z�]���o���•�U���•�µ���Z�����•�����Œ�}�v���•���}�Œ���µ�v�u���v�v������
ground vehicles (UGVs).  The sidekicks alternate between visiting the truck to pick up items and 
visiting the customers, and the overall objective is to determine a coordinated set of routes for 
all vehicles in order to optimize system efficiency, such as minimizing the time to completion or 
the vehicle miles travelled (VMT). 

Although the hardware for these systems is fairly mature, the problem of determining efficient 
routes has not been considered until very recently. From the perspective of routing these 
systems pose an exceptionally difficult challenge due to the need to synchronize multiple 
vehicles that can all be traveling at the same time and at different speeds. We cannot consider 
�À���Z�]���o���•�[���Œ�}�µ�š���•���•���‰���Œ���š���o�Ç�����•���Á�����u�µ�•�š���]�v���o�µ�������š�Z�����‰�}�•�•�]���]�o�]�š�Ç���}�(���À���Z�]���o���•�������Œ�Œ�Ç�]�v�P���}�š�Z���Œ���À���Z�]���oes 
for periods of time and the need for intermittent meetings of vehicles at the same position at 
�š�Z�����•���u�����‰�}�]�v�š���]�v���š�]�u���X���d�Z�µ�•���Á�����•�������š�Z���š���]�v���]�À�]���µ���o���À���Z�]���o���•�[���Œ�}�µ�š���•�����Œ�����Z�]�P�Z�o�Ç���]�v�š���Œ�����‰���v�����v�š�U��
and any reasonable objective will be impacted by this interdependence, making the 
optimization very hard. Furthermore, the high-level attributes of these systems are not at all 
clear: how much more efficient can they be? When are they useful? What are the trade-offs 
inherent in such a scheme? In this report, we develop a continuous approximation model that 
estimates the improvements to efficiency that such a system provides, in the asymptotic limit 
as many demand points are drawn from a continuous probability distribution.  Our analysis 
indicates under what circumstances these sidekicks can offer the most benefit, as a function of 
their speeds and the number of sidekicks available.  
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�Œ�}�µ�š���• �•���‰���Œ���š���o�Ç ���• �Á�� �u�µ�•�š �]�v���o�µ���� �š�Z�� �‰�}�•�•�]���]�o�]�š�Ç �}�( �À���Z�]���o���• �����Œ�Œ�Ç�]�v�P �}�š�Z���Œ �À���Z�]���o���• �(�}�Œ �‰���Œ�]�r
�}���• �}�( �Ÿ�u�� ���v�� �š�Z�� �v������ �(�}�Œ �]�v�š���Œ�u�]�©���v�š �u�����Ÿ�v�P�• �}�( �À���Z�]���o���• ���š �š�Z�� �•���u�� �‰�}�•�]�Ÿ�}�v ���š �š�Z�� �•���u��
�‰�}�]�v�š �]�v �Ÿ�u���X �d�Z�µ�• �Á�� �•���� �š�Z���š �]�v���]�À�]���µ���o �À���Z�]���o���•�[ �Œ�}�µ�š���• ���Œ�� �Z�]�P�Z�o�Ç �]�v�š���Œ�����‰���v�����v�š�U ���v�� ���v�Ç �Œ�����r
�•�}�v�����o�� �}���i�����Ÿ�À�� �Á�]�o�o ���� �]�u�‰�����š���� ���Ç �š�Z�]�• �]�v�š���Œ�����‰���v�����v�����U �u���l�]�v�P �š�Z�� �}�‰�Ÿ�u�]�Ì���Ÿ�}�v �À���Œ�Ç �Z���Œ���X
�&�µ�Œ�š�Z���Œ�u�}�Œ���U �š�Z�� �Z�]�P�Z�r�o���À���o ���©�Œ�]���µ�š���• �}�( �š�Z���•�� �•�Ç�•�š���u�• ���Œ�� �v�}�š ���š ���o�o ���o�����Œ�W �Z�}�Á �u�µ���Z �u�}�Œ�� ���(�r
�.���]���v�š �����v �š�Z���Ç �����M �t�Z���v ���Œ�� �š�Z���Ç �µ�•���(�µ�o�M �t�Z���š ���Œ�� �š�Z�� �š�Œ�������r�}�+�• �]�v�Z���Œ���v�š �]�v �•�µ���Z �� �•���Z���u���M
�t�� ���u�‰�o�}�Ç �� ���}�v�Ÿ�v�µ�}�µ�• ���‰�‰�Œ�}�Æ�]�u���Ÿ�}�v ���v���o�Ç�•�]�• ���• �� �u�����v�• �}�( ���v�•�Á���Œ�]�v�P �š�Z���•�� �‹�µ���•�Ÿ�}�v�•�X

�d�Z�]�• �Œ���‰�}�Œ�š �]�• �}�Œ�P���v�]�Ì���� ���• �(�}�o�o�}�Á�•�X �/�v �^�����Ÿ�}�v �î �Á�� �‰�Œ�}�À�]���� ���v �}�À���Œ�À�]���Á �}�( �Œ���o���š���� �Á�}�Œ�l�X �/�v
�^�����Ÿ�}�v �ï �Á�� �(�}�Œ�u���o�o�Ç �����.�v�� �š�Z�� �•�]�����l�]���l �Œ�}�µ�Ÿ�v�P �‰�Œ�}���o���u�X �/�v �^�����Ÿ�}�v �ð �Á�� �]�v�š�Œ�}���µ���� �‰�Œ���o�]�u�]�v���Œ�Ç
�Œ���•�µ�o�š�• �š�Z���š �Á�]�o�o ���� �}�( �µ�•�� �]�v �}�µ�Œ ���v���o�Ç�•�]�•�X �/�v �^�����Ÿ�}�v �ñ �Á�� �����Œ�]�À�� �}�µ�Œ �u���]�v �Œ���•�µ�o�š ���}�v�����Œ�v�]�v�P �š�Z��
���•�Ç�u�‰�š�}�Ÿ�� �����Z���À�]�}�Œ �}�( �š�Z�� �•�]�����l�]���l �Œ�}�µ�Ÿ�v�P �‰�Œ�}���o���u�X �/�v �^�����Ÿ�}�v �ò �Á�� �•�µ�u�u���Œ�]�Ì�� �š�Z�� �}�‰���Œ���Ÿ�}�v���o
�]�u�‰�o�]�����Ÿ�}�v�• �}�( �š�Z�]�• �Œ���•�µ�o�š�X �/�v �‰���Œ�Ÿ���µ�o���Œ�U �Á�� ���}�v�•�]�����Œ �Z�}�Á �u�µ���Z �]�u�‰�Œ�}�À���u���v�š �]�v ���8���]���v���Ç �����v ����
�P���]�v���� ���Ç �•�Á�]�š���Z�]�v�P �š�} �š�Z�� �•�]�����l�]���l �•�Ç�•�š���u ���v�� �š�Z�� �š�Œ�������}�+�• �š�Z���š �u�µ�•�š ���� �Á���]�P�Z���� �]�v �]�u�‰�o���u���v�š�r
�]�v�P �š�Z�� �•�Ç�•�š���u�X �&�]�v���o�o�Ç�U �]�v �^�����Ÿ�}�v �ó �Á�� ���}�v�•�]�����Œ �š�Z�� �•�����o�]�v�P �����Z���À�]�}�Œ�U ���v�� �����‰���v�����v���� �}�v �š�Z��
���}�v�.�P�µ�Œ���Ÿ�}�v �}�( �š�Z�� �•�]�����l�]���l�•�U �š�Z���š �}�µ�Œ �Œ���•�µ�o�š �š���o�o�• �µ�• �Á�� �•�Z�}�µ�o�� ���Æ�‰�����š�X �t�� ���u�‰�]�Œ�]�����o�o�Ç �����u�}�v�r
�•�š�Œ���š�� �š�Z���š �����š�µ���o �š�}�µ�Œ �Ÿ�u���•�U �}���š���]�v���� ���Ç �Z���µ�Œ�]�•�Ÿ�����o�o�Ç �•�}�o�À�]�v�P �š�Z�� �•�]�����l�]���l �‰�Œ�}���o���u �}�v �•�]�u�µ�o���š����
�•���š�• �}�( ���µ�•�š�}�u���Œ �‰�}�]�v�š�•�U ���}�Œ�Œ�}���}�Œ���š�� �}�µ�Œ ���Æ�‰�����š���Ÿ�}�v�•�X
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�&�]�P�µ�Œ�� �í�W �d�Z�� �.�P�µ�Œ�� �}�v �š�Z�� �o���L �•�Z�}�Á�• ���š�Œ���À���o�o�]�v�P �•���o���•�u���v �š�}�µ�Œ�}�( �� �•���š �}�( ���o�]���v�š �����•�Ÿ�v���Ÿ�}�v�•
���v�� �� �����v�š�Œ���o �����‰�}�š�U �š�Z���š �]�•�U �š�Z�� �•�Z�}�Œ�š���•�š �š�}�µ�Œ �š�Z���š �À�]�•�]�š�• �� ���}�o�o�����Ÿ�}�v �}�( �‰�}�]�v�š�• ���v�� �•�š���Œ�š�• ���v��
���v���• ���š �š�Z�� �����v�š�Œ���o �����‰�}�š�X �d�Z�� �.�P�µ�Œ�� �}�v �š�Z�� �Œ�]�P�Z�š �•�Z�}�Á�• �š�Z�� �•�}�o�µ�Ÿ�}�v �š�} �� �^�•�]�����l�]���l�_ �‰�Œ�}���o���u �]�v
�Á�Z�]���Z �š�Z�� �š�Œ�µ���l �Z���• �� �^�Z���o�‰���Œ�_ �~�•�µ���Z ���• �� �Œ�}���}�š �}�Œ �� ���Œ�}�v���• �š�Z���š ���o�š���Œ�v���š���• �����š�Á�����v �À�]�•�]�Ÿ�v�P �š�Z��
�š�Œ�µ���l ���v�� �À�]�•�]�Ÿ�v�P �š�Z�� ���µ�•�š�}�u���Œ �o�}�����Ÿ�}�v�•�X �E�}�š�� �š�Z���š �š�Z�� �š�Œ�µ���l�[�• �š�}�µ�Œ �Á�]�š�Z �Z���o�‰���Œ�• �]�• �����}�µ�š �Z���o�(
�š�Z�� �o���v�P�š�Z �}�( �š�Z�� �š�}�µ�Œ �Á�]�š�Z �v�} �Z���o�‰���Œ�•�X

�í�X�í �Z���u���Œ�l �}�v �v�}�š���Ÿ�}�v���o ���}�v�À���v�Ÿ�}�v�•

�t�Z���v �]�š �]�• �v�������•�•���Œ�Ç �š�} �•�‰�����]�(�Ç �š�Z���š �� �u���‰ �]�• �]�v�i�����Ÿ�À���U �Á�� �µ�•��,! �X

�î �Z���o���š���� �Á�}�Œ�l

�t�� �����P�]�v ���Ç ���}�v�•�]�����Œ�]�v�P �‰�Œ�}���o���u�• �š�Z���š �‰�}�•�� �•�]�u�]�o���Œ �(�µ�v�����u���v�š���o �‹�µ���•�Ÿ�}�v�• �š�} �š�Z���š �}�( �•�]�����l�]���l
�Œ�}�µ�Ÿ�v�P�X �t�� �š�Z���v �o�}�}�l ���š ���‰�‰�o�]�����Ÿ�}�v�• �}�( �š�Z�� ���}�v�Ÿ�v�µ�}�µ�• ���‰�‰�Œ�}�Æ�]�u���Ÿ�}�v �‰���Œ�����]�P�u �š�} �}�š�Z���Œ ���}�u�r
���]�v���š�}�Œ�]���o �‰�Œ�}���o���u�•�X �&�]�v���o�o�Ç�U �Á�� �Œ���À�]���Á �‰���•�š �š�Œ�����š�u���v�š �}�( �•�]�����l�]���l �Œ�}�µ�Ÿ�v�P �‰�Œ�}���o���u�•�U ���}�u�‰���Œ�]�v�P
�š�Z���•�� �‰���‰���Œ�•�[ �u�}�����o ���•�•�µ�u�‰�Ÿ�}�v�• ���v�� ���}�v�š�Œ�]���µ�Ÿ�}�v�• �š�} �š�Z�}�•�� �}�( �š�Z�]�• �Á�}�Œ�l�X

�K�v�� �}�( �š�Z�� �����•�]�� �‰�Z���v�}�u���v�� �š�Z���š �]�• �}�( �]�v�š���Œ���•�š �š�} �µ�• �]�• �š�Z�� �š�Œ�������r�}�+ �����š�Á�����v ���8���]���v���Ç �]�v
�š�Œ���v�•�‰�}�Œ�š���Ÿ�}�v ���o�}�v�P �� �������l���}�v�� �v���š�Á�}�Œ�l �~�]�v �š�Z�]�• �����•���U �š�Z�� �Œ�}�µ�š�� �}�( �š�Z�� �š�Œ�µ���l�• �À���Œ�•�µ�• ���]�Œ�����š �š�Œ�]�‰�•
�����š�Á�����v �o�}�����Ÿ�}�v�• �~�]�v �š�Z�]�• �����•���U �š�Z�� ���]�Œ�����š �š�Œ�]�‰�• �š���l���v ���Ç �•�]�����l�]���l�•�•�V �š�Z�]�• �]�• ���Œ�P�µ�����o�Ç �}�v�� �}�( �š�Z��
�(�µ�v�����u���v�š���o ���]���Z�}�š�}�u�]���• �]�v �š�Œ���v�•�‰�}�Œ�š���Ÿ�}�v ���v�� �o�}�P�]�•�Ÿ���• �€�í�í�U �í�î�•�X �/�v �š�Z�]�• �•���v�•���U �}�µ�Œ �‰�Œ�}���o���u �}�(
�]�v�š���Œ���•�š �]�• �‰�Z�]�o�}�•�}�‰�Z�]�����o�o�Ç �•�]�u�]�o���Œ �]�• �€�í�ì�•�U �Á�Z�]���Z ���•�l�• �Á�Z���š�Z���Œ �•�u���o�o �o�}�����o �Œ���š���]�o �•�š�}�Œ���• ���Œ�� �‰�Œ���(���Œ�����o��
�š�} �^���]�P�r���}�Æ�_ �Œ���š���]�o���Œ�•�U �Á�]�š�Z �€�ô�í�•�U �Á�Z�]���Z ���•�Ÿ�u���š���• �š�Z�� ���Z���v�P���• �]�v �v���š ���K2 ���u�]�•�•�]�}�v�• �š�Z���š �Œ���•�µ�o�š ���Ç
�]�v�š�Œ�}���µ���]�v�P �P�Œ�}�����Œ�Ç �����o�]�À���Œ�Ç �•���Œ�À�]�����•�U ���v�� �Á�]�š�Z �€�ô�î�•�U �Á�Z�]���Z ���}�u�‰�µ�š���• �š�Z�� �}�‰�Ÿ�u���o �o���Ç�}�µ�š �}�( �� �•���š
�}�( �(�����]�o�]�š�Ç �o�}�����Ÿ�}�v�• �š�Z���š ���Œ�� �š�Z���u�•���o�À���• ���}�v�v�����š���� �Á�]�š�Z �� �������l���}�v�� �v���š�Á�}�Œ�l�X

�š�Z�]�• �Œ���‰�}�Œ�š �]�• ���}�v�����Œ�v���� �Á�]�š�Z �� ���}�v�Ÿ�v�µ�}�µ�• ���‰�‰�Œ�}�Æ�]�u���Ÿ�}�v �u�}�����o �(�}�Œ �� �š�Œ���v�•�‰�}�Œ�š���Ÿ�}�v �‰�Œ�}���o���u�U
���v�� �]�• �š�Z���Œ���(�}�Œ�� �‰�Z�]�o�}�•�}�‰�Z�]�����o�o�Ç �•�]�u�]�o���Œ �š�} �~�(�}�Œ ���Æ���u�‰�o���• �€�ô�•�U �Á�Z�]���Z ���v���o�Ç�Ÿ�����o�o�Ç �����š���Œ�u�]�v���• �š�Œ�������r
�}�+�• �����š�Á�����v �š�Œ���v�•�‰�}�Œ�š���Ÿ�}�v ���v�� �]�v�À���v�š�}�Œ�Ç ���}�•�š�•�U �€�ï�î�•�U �Á�Z�]���Z �•�Z�}�Á�• �Z�}�Á �š�} �Œ�}�µ�š�� ���u���Œ�P���v���Ç �Œ���o�]���(
�À���Z�]���o���• �š�} �����v���.���]���Œ�]���• �]�v �� �Ÿ�u���r�•���v�•�]�Ÿ�À�� �u���v�v���Œ�U ���v�� �€�ï�ï�•�U �Á�Z�]���Z �����•���Œ�]�����• �� �•�]�u�‰�o�� �P���}�u���š�r
�Œ�]�� �u�}�����o �(�}�Œ �����š���Œ�u�]�v�]�v�P �š�Z�� �}�‰�Ÿ�u���o �u�]�Æ�š�µ�Œ�� �}�( �� �G�����š �}�( �À���Z�]���o���• �š�Z���š �‰���Œ�(�}�Œ�u ���]�•�š�Œ�]���µ�Ÿ�}�v�X
�d�Z�� �����•�]�� �‰�Œ���u�]�•�� �}�( �š�Z�� ���}�v�Ÿ�v�µ�}�µ�• ���‰�‰�Œ�}�Æ�]�u���Ÿ�}�v �‰���Œ�����]�P�u �]�• �š�Z���š �}�v�� �Œ���‰�o�������• ���}�u���]�v���š�}�Œ�]���o
�‹�µ���v�Ÿ�Ÿ���• �š�Z���š ���Œ�� ���]�8���µ�o�š �š�} ���}�u�‰�µ�š�� �Á�]�š�Z �•�]�u�‰�o���Œ �u���š�Z���u���Ÿ�����o �(�}�Œ�u�µ�o���•�U �Á�Z�]���Z �~�µ�v�����Œ �����Œ�š���]�v
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�š�Œ�����U �}�Œ �u���š���Z�]�v�P �€�ò�ï�U �ò�ô�U �ò�õ�•�X �K�µ�Œ �‰���Œ�Ÿ���µ�o���Œ �µ�•���P�� �}�( �š�Z�� ���}�v�Ÿ�v�µ�}�µ�• ���‰�‰�Œ�}�Æ�]�u���Ÿ�}�v �‰���Œ�����]�P�u �]�•
�š�Z���š �Á�� �š�Œ�����š �š�Z�� ���µ�•�š�}�u���Œ �����u���v�� ���• ���}�u�]�v�P �(�Œ�}�u �� �‰�Œ�}�������]�o�]�š�Ç �����v�•�]�š�Ç �(�µ�v���Ÿ�}�v�V �]�v �š�Z�]�• �•���v�•��
�}�µ�Œ �Á�}�Œ�l ���o�•�} �•�Z���Œ���• �•�}�u�� ���}�u�u�}�v���o�]�š�Ç �Á�]�š�Z�•�š�}���Z���•�Ÿ���À���Z�]���o�� �Œ�}�µ�Ÿ�v�P �‰�Œ�}���o���u�• �€�í�ð�U �î�ð�•�X

�/�v �î�ì�í�ô �K�©�} ���š ���o�X ���}�u�‰�]�o���� �� ���}�u�‰�Œ���Z���v�•�]�À�� �Œ���À�]���Á�U �€�ñ�ð�•�U �}�( �Á�}�Œ�l �}�v �}�‰�Ÿ�u�]�Ì���Ÿ�}�v ���‰�‰�Œ�}�����Z���•
�š�} �•�Ç�•�š���u�• ���u�‰�o�}�Ç�]�v�P ���Œ�}�v���• �(�}�Œ �� �Á�]���� �Œ���v�P�� �}�( ���‰�‰�o�]�����Ÿ�}�v�•�U �š�} �]�v���o�µ���� �‰�����l���P�� �����o�]�À���Œ�Ç ���v��
�•�‰�����]�.�����o�o�Ç �‰�����l���P�� �����o�]�À���Œ�Ç �µ�•�]�v�P ���Œ�}�v���• ���• �•�]�����l�]���l�• �(�}�Œ �š�Œ�µ���l�•�X �t�� ���}�À���Œ �u�µ���Z �}�( �š�Z�� �•���u��
�š���Œ�Œ�]�š�}�Œ�Ç �š�} �P�]�À�� �� ���}�u�‰�o���š�� �‰�]���š�µ�Œ�� �}�( �š�Z�� ���Œ�}�v���U ���v�� �‰���Œ�Ÿ���µ�o���Œ�o�Ç �•�]�����l�]���l�U �o���v���•�����‰�� ���v�� �•�µ�Œ�À���Ç
���À���v �u�}�Œ�� �Œ�������v�š �����À���o�}�‰�u���v�š�• �]�v �š�Z�� ���Œ�����X

�t�� ���Œ�� �‰�Œ�]�u���Œ�]�o�Ç �]�v�š���Œ���•�š���� �]�v �‰�Œ�]�}�Œ �Á�}�Œ�l �]�v �š�Z�� ���Œ���� �}�( ���}�v�Ÿ�v�µ�}�µ�• ���‰�‰�Œ�}�Æ�]�u���Ÿ�}�v ���v�� �š�Z���}�Œ���š�r
�]�����o �Œ���•�µ�o�š�• ���}�µ�v���]�v�P �š�Z�� �}���i�����Ÿ�À�� �}�Œ ���Z���Œ�����š���Œ�]�Ì�]�v�P �š�Z�� �]�u�‰�Œ�}�À���u���v�š ���µ�� �š�} �•�]�����l�]���l �]�v�š�Œ�}���µ���Ÿ�}�v�X
�&�}�Œ �Á�}�Œ�l �}�v �•�}�o�À�]�v�P �•�]�����l�]���l �‰�Œ�}���o���u�• �Á�� ���}�v�����Œ�v �}�µ�Œ�•���o�À���• �‰�Œ�]�v���]�‰���o�o�Ç �Á�]�š�Z �š�Z���•�� �‰���‰���Œ�•�[ �(�}�Œ�u�µ�r
�o���Ÿ�}�v�• �}�( �š�Z�� �‰�Œ�}���o���u�X �d�Z���Œ�� ���Œ�� �u���v�Ç �À���Œ�]���v�š�•�U �������Z ���]�+���Œ�]�v�P �]�v �š�Z�� ���•�•�µ�u�‰�Ÿ�}�v�• �š�Z���š ���Œ�� �u������
�����}�µ�š �š�Z�� �����o�]�À���Œ�Ç �•�Ç�•�š���u�X �d�Z�Œ���� ���Œ�]�Ÿ�����o �‹�µ���•�Ÿ�}�v�•�U �š�Z�� ���v�•�Á���Œ�• �š�} �Á�Z�]���Z ���Z���v�P�� �(�Œ�}�u �u�}�����o �š�}
�u�}�����o�U �š�Z���š �v������ �š�} ���� �‰�}�•���� ���Œ�� �P�]�À���v �����o�}�Á�X

�{ ���}���• �š�Z�� �š�Œ�µ���l ���o�•�} �����o�]�À���Œ �‰�����l���P���• �}�Œ ���Œ�� �‰�����l���P���• �}�v�o�Ç �����o�]�À���Œ���� ���Ç �š�Z�� �•�]�����l�]���l�•�M

�{ �����v �š�Z�� �š�Œ�µ���l �����Œ�Œ�Ç �u�µ�o�Ÿ�‰�o�� �•�]�����l�]���l�• �����‰�����o�� �}�( �u���l�]�v�P �•�]�u�µ�o�š���v���}�µ�• �����o�]�À���Œ�]���•�M

�{ ���Œ�� �š�Z�� �•�]�����l�]���l �o���µ�v���Z ���v�� �‰�]���l�µ�‰ �o�}�����Ÿ�}�v�• �Œ���•�š�Œ�]���š���� �š�} ���µ�•�š�}�u���Œ �‰�}�]�v�š�•�U �}�Œ �}�š�Z���Œ�Á�]�•�� �š�}
�� ���]�•���Œ���š�� �•���š �}�( �‰�}�]�v�š�• �š�Z���š �]�• �•�‰�����]�.���� �� �‰�Œ�]�}�Œ�]�M

�d�����o�� �í �‰�Œ�}�À�]�����• �� �•�µ�u�u���Œ�Ç �}�( �Z�}�Á �‰�Œ���À�]�}�µ�• �(�}�Œ�u�µ�o���Ÿ�}�v�• �Z���À�� ���v�•�Á���Œ���� �š�Z���•�� �‹�µ���•�Ÿ�}�v�• ���v��
�š�Z�� �Á�}�Œ�l �š�Z���š �Á���• ���}�v�� �}�v �š�Z�� �Œ���•�µ�o�Ÿ�v�P �‰�Œ�}���o���u�X �t�� �����v �•���� �š�Z���š �}�µ�Œ �(�}�Œ�u�µ�o���Ÿ�}�v �Z���• �š�Z�� �o�����•�š
�Œ���•�š�Œ�]���Ÿ�À�� ���v�•�Á���Œ�• �š�} �š�Z���•�� �‹�µ���•�Ÿ�}�v�• ���v�� �š�Z�µ�• �������Œ���•�•���• �š�Z�� �‰�Œ�}���o���u �]�v �š�Z�� �P�Œ�����š���•�š �P���v���Œ���o�]�š�Ç�X
�d�Z���š �]�•�U �]�v �}�µ�Œ �u�}�����o �Á�� �Z���À�� �š�Z�� �(�}�o�o�}�Á�]�v�P�X

�{ �t�� ���o�o�}�Á �(�}�Œ ���}�š�Z �š�Z�� �����•�� �š�Z���š �����o�]�À���Œ�]���• �u�µ�•�š ���� �u������ ���Ç �•�]�����l�]���l�• ���v�� �š�Z�� �����•�� �š�Z���š �š�Z��
�š�Œ�µ���l �����v ���o�•�} �u���l�� �����o�]�À���Œ�]���•�X

�{ �d�Z���Œ�� �����v ���� ���v�Ç �v�µ�u�����Œ �}�( �•�]�����l�]���l�• �}�v �š�Z�� �š�Œ�µ���l ���v�� �š�Z���Ç ���Œ�� �(�Œ���� �š�} ���� �o���µ�v���Z���� ���v��
�‰�]���l���� �µ�‰ �]�v ���v�Ç �}�Œ�����Œ�X

�{ �d�Z�� �•�]�����l�]���l �o���µ�v���Z ���v�� �‰�]���l�µ�‰ �o�}�����Ÿ�}�v�• �����v ���� ���v�Ç �‰�}�]�v�š �]�v �š�Z�� �‰�o���v���X

�K�š�Z���Œ �(�����š�}�Œ�• �š�Z���š ���]�•�Ÿ�v�P�µ�]�•�Z �š�Z�� �u�}�����o�• �•�µ�Œ�À���Ç���� �Z���Œ�� ���Œ�� �š�Z�� �š�Œ�����š�u���v�š �}�( �� �Œ���•�š�Œ�]���š���� ���Œ�}�v��
�Œ���v�P�� ���v�� �š�Z�� �Á���Ç �š�Z���š �š�Z�� �}���i�����Ÿ�À���U ���� �]�š ���}�u�‰�o���Ÿ�}�v �Ÿ�u�� �}�Œ �•�}�u�� �u�����•�µ�Œ�� �}�( ���v���Œ�P�Ç ���}�v�•�µ�u�����U
�]�• �����š���Œ�u�]�v�����X �d�Z�]�• �Á�}�Œ�l ���•�•�µ�u���• �µ�v�o�]�u�]�š���� ���Œ�}�v�� �Œ���v�P�� ���v�� �š�Z���š ���Œ�}�v���• �u���l�� �� �•�]�v�P�o�� �����o�]�À���Œ�Ç
�‰���Œ �š�Œ�]�‰ �(�Œ�}�u �š�Z�� �š�Œ�µ���l�X �t�� �š���l�� ���• �}�µ�Œ �}���i�����Ÿ�À�� ���}�u�‰�o���Ÿ�}�v �Ÿ�u���X �t�� ���•�•�µ�u�� �(�}�Œ �•�]�u�‰�o�]���]�š�Ç �š�Z���š
�š�Z�� �Ÿ�u�� �•�‰���v�š �����š�µ���o�o�Ç ���Œ�}�‰�‰�]�v�P �� �‰�����l���P�� ���š �� ���µ�•�š�}�u���Œ �v�}���� ���• �Á���o�o ���• �š�Z�� �Ÿ�u�� �•�‰���v�š �����‰�š�µ�Œ�]�v�P
�� �•�]�����l�]���l ���v�� �‰�Œ���‰���Œ�]�v�P �]�š �(�}�Œ �Œ���o���µ�v���Z ���Œ�� �v���P�o�]�P�]���o���X ���}�š�Z �š�Z�� �š�Œ�µ���l ���v�� �š�Z�� �•�]�����l�]���l�• �š�Œ���À���o ���š
�.�Æ���� �•�‰�������• ���o�}�v�P ���µ���o�]�������v ���]�•�š���v�����•�X �d�Z�� �•�‰�����]�.�����Ÿ�}�v �}�( �š�Z���]�Œ �Œ���o���Ÿ�À�� �•�‰�������• ���}���• �Z�}�Á���À���Œ
���o�o�}�Á �}�v�� �š�} ���µ�]�o�� �•�}�u�� �l�v�}�Á�o�����P�� �}�( �š�Z�� �µ�v�����Œ�o�Ç�]�v�P �v���š�Á�}�Œ�l �]�v�š�} �š�Z�� �}���i�����Ÿ�À���X �K�v�� �������]�Ÿ�}�v���o
���•�•�µ�u�‰�Ÿ�}�v �š�Z���š �������• �š�} �š�Z�� �Œ�}���µ�•�š�v���•�• �}�( �}�µ�Œ �(�}�Œ�u�µ�o���Ÿ�}�v �]�• �š�Z���š �š�Z�� �•�]�����l�]���l�• ���Œ�� ���o�o�}�Á���� �š�} ����
�•�o�}�Á���Œ �š�Z���v �š�Z�� �š�Œ�µ���l�X �t�� ���Œ�� �š�Z�µ�• �����o�� �š�} �������µ�Œ���š���o�Ç �u�}�����o �•�Ç�•�š���u�• �o�]�l�� �š�Z�� �š�Œ�µ���l�r���'�s �•���Z���u���•
���]�•���µ�•�•���� �]�v �š�Z�� �]�v�š�Œ�}���µ���Ÿ�}�v�U �Á�Z���Œ�����• �•�}�u�� �‰���‰���Œ�• �•�µ�Œ�À���Ç���� �Œ���‹�µ�]�Œ�� �š�Z���š �š�Z�� �•�]�����l�]���l�• ���� �(���•�š���Œ�X

�í�ì



�d�Z�����^�•�]�����l�]���l�_���Œ�}�µ�š�]�v�P���‰���Œ�����]�P�u���(�}�Œ���s�D�d���Œ�����µ���š�]�}�v�����v�����]�u�‰�Œ�}�À���������������•�•�]���]�o�]�š�Ç��
��

�í�í��
��

�� ���î�X�í �K�š�Z���Œ ���µ�š�}�v�}�u�}�µ�• �s���Z�]���o�� �����o�]�À���Œ�Ç �^���Z���u���• ���v�� ���‰�‰�o�]�����Ÿ�}�v�•

�� �o�}�š �}�( �Á�}�Œ�l �]�• �����]�v�P ���}�v�� �]�v �š�Z�� ���Œ���� �}�( �}�‰�Ÿ�u���o ���}�}�Œ���]�v���Ÿ�}�v �}�( ���µ�š�}�v�}�u�}�µ�• �À���Z�]���o���•�X ���‰�‰�o�]�r
�����Ÿ�}�v�• �����Ç�}�v�� �i�µ�•�š �����o�]�À���Œ�Ç �]�v���o�µ���� �‰�}�Á���Œ �v���š�Á�}�Œ�l �•�µ�Œ�À���]�o�o���v���� �]�v �Œ���•�‰�}�v�•�� �š�} ���Æ�š�Œ���u�� �Á�����š�Z���Œ
���À���v�š�• �€�ð�ï�•�U �.�Œ�� �����š�����Ÿ�}�v ���v�� ���Æ�Ÿ�v�P�µ�]�•�Z�]�v�P �€�ó�ò�•�U �(�����]�o�]�š���Ÿ�v�P �]�v�š���Œ�À���Z�]���o�� ���}�u�u�µ�v�]�����Ÿ�}�v�• ���L���Œ
���]�•���•�š���Œ�• �€�ï�ñ�•�U ���v�� �‰���Œ�(�}�Œ�u�]�v�P �����Œ�š�Z �}���•���Œ�À���Ÿ�}�v �€�ô�ì�•�X

�K�š�Z���Œ �Á�}�Œ�l �Z���• �(�}���µ�•���� �}�v ���Œ�}�v���r�•�‰�����]�.�� �}�‰���Œ���Ÿ�}�v���o ���•�‰�����š�• �}�( �u���l�]�v�P �����o�]�À���Œ�]���•�X �d�Z���•��
�]�v���o�µ���� �Œ�}�µ�Ÿ�v�P �š�Z���š ���}�v�•�]�����Œ�• �š�Z�� �‰�}�•�•�]���]�o�]�š�Ç �}�( ���Œ�}�v���• �(���]�o�]�v�P ���o�}�v�P �š�Z���]�Œ �Œ�}�µ�š���• �€�ó�ï�•�U �Œ�}�µ�Ÿ�v�P �š�Z���š
�š���l���• �]�v�š�} �������}�µ�v�š �µ�v�����Œ�š���]�v ���]�Œ �š���u�‰���Œ���š�µ�Œ���[�• �]�u�‰�����š �}�v �����©���Œ�Ç ���µ�Œ���Ÿ�}�v �€�ï�ô�•�U ���v�� �����‰�}�š �o�}�����Ÿ�}�v
���v�� �Œ�}�µ�š�� �‰�o���v�v�]�v�P �š�Z���š �š���l���• �]�v�š�} �������}�µ�v�š �����©���Œ�Ç ���}�v�•�µ�u�‰�Ÿ�}�v �Œ���š���• �����‰���v�����v�š �}�v �‰���Ç�o�}���� �€�ó�ð�•�X

���Æ���u�‰�o���• �}�( �Œ�}�µ�Ÿ�v�P �(�}�Œ �����o�]�À���Œ�Ç �µ�•�]�v�P �� �G�����š �}�( �}�v�o�Ç ���µ�š�}�v�}�u�}�µ�• �À���Z�]���o���• �����v ���� �(�}�µ�v�� �]�v
�€�ò�ó�• ���v�� �€�í�ò�•�X �<�]�u ���š ���o�X �€�ï�õ�• �P�]�À�� �� ���Œ�}�v�� �G�����š �Œ�}�µ�Ÿ�v�P �‰�Œ�}���o���u �(�}�Œ �u�����]�����o �����o�]�À���Œ�]���• �Á�]�š�Z �š�Z��
�������]�Ÿ�}�v���o �(�������š �}�( �����‰�}�š �o�}�����Ÿ�}�v �‰�o���v�v�]�v�P�X

�,���š���Œ�}�P���v���}�µ�• �À���Z�]���o�� �����o�]�À���Œ�Ç �•�Ç�•�š���u�• �Á�Z���Œ�� �š�Z�� ���]�+���Œ���v�š �š�Ç�‰���• �}�( �À���Z�]���o���• �Á�}�Œ�l ���}�u�‰�o���š���o�Ç
�]�v �‰���Œ���o�o���o�U ���}�š�Z �u���l�]�v�P �����o�]�À���Œ�]���• �(�Œ�}�u �� �����‰�}�š �Œ���š�Z���Œ �š�Z���v �����]�v�P �•�Ç�v���Z�Œ�}�v�]�Ì�����U ���Œ�� ���o�•�} �•�š�µ���]�����X
�D�µ�Œ�Œ���Ç ���v�� ���Z�µ �€�ñ�í�• �P�]�À�� �(�}�Œ�u�µ�o���Ÿ�}�v �}�( �}�v�� �•�µ���Z �‰�Œ�}���o���u�U �š�Z�� �^�W���Œ���o�o���o ���Œ�}�v�� �^���Z�����µ�o�]�v�P �d�Œ���À�r
���o�]�v�P �^���o���•�u���v �W�Œ�}���o���u �~�W���d�^�W�•�X�_ �� �š�Œ�µ���l �u���l���• �� �š�}�µ�Œ �}�( �•�}�u�� �‰�}�]�v�š�• �Á�Z�]�o�� ���Œ�}�v���• �•���Œ�À�� �š�Z��
�}�š�Z���Œ�• ���Ç �•�]�v�P�o���r���µ�•�š�}�u���Œ �š�Œ�]�‰�• �(�Œ�}�u �š�Z�� �����‰�}�š�X �D�µ�Œ�Œ���Ç ���v�� ���Z�µ �‰�Œ�}�À�]���� �� �Z���µ�Œ�]�•�Ÿ�� �•�}�o�µ�Ÿ�}�v �š�}
�š�Z�]�• �‰�Œ�}���o���u�X ���v�}�š�Z���Œ �•�}�o�µ�Ÿ�}�v ���‰�‰�Œ�}�����Z �����v ���� �(�}�µ�v�� �]�v �€�ñ�ì�•�X �>�] ���š ���o�X �€�ð�î�• �µ�•�� �� ���}�v�Ÿ�v�µ�}�µ�• ���‰�r
�‰�Œ�}�Æ�]�u���Ÿ�}�v �u�}�����o �š�} �����Œ�]�À�� �š�Z�� ���Æ�‰�����š���� ���}�•�š �}�( �� �•�]�u�]�o���Œ �‰�Œ�}���o���u �Á�Z���Œ�� �š�Œ�µ���l�• �u�}�À�� �.�Œ�•�š �(�Œ�}�u ��
���]�•�š�Œ�]���µ�Ÿ�}�v �����v�š���Œ �š�} �����‰�}�š�• �š�Z���š �������Z �•���Œ�À�� �� �Œ���P�]�}�v�X �� �W���d�^�W�r�o�]�l�� �•�Ç�•�š���u �]�• �š�Z���v �µ�•���� �Á�]�š�Z�]�v �š�Z��
�Œ���P�]�}�v�•�X �/�v �€�ó�í�• ���Œ�}�v���• �‰�Œ�}�À�]���� ���v ���o�š���Œ�v���Ÿ�À�� �����o�]�À���Œ�Ç �u���š�Z�}�� �š�} �� ���Œ�}�•�•�r���}���l�]�v�P �•�Ç�•�š���u�X �/�v �€�ó�ñ�• ��
�D���Œ�l�}�À �������]�•�]�}�v �D�}�����o �]�• �����À���o�}�‰���� �(�}�Œ �š�Z�� �‰�Œ�}���o���u �}�( �u�����Ÿ�v�P ���Ç�v���u�]�� ���µ�•�š�}�u���Œ �����u���v�� �Á�]�š�Z
���]�š�Z���Œ �š�Œ�µ���l�• �}�Œ ���Œ�}�v���•�X

�� �‰�Œ�}���o���u �š�Z���š �]�• �•�]�u�]�o���Œ �š�} �š�Z�� �•�]�����l�]���l �‰�Œ�}���o���u �]�v �š�Z���š �]�š �•�����l�• �š�} �š���l�� �����À���v�š���P�� �}�( �š�Z�� �o�}�v�P
�Œ���v�P�� �}�( �� �š�Œ�µ���l ���• �Á���o�o ���• �š�Z�� �����v���.�š�• �}�( ���µ�š�}�v�}�u�}�µ�• �À���Z�]���o���• ���‰�‰�����Œ�• �}�L���v �]�v �š�Z�� �o�]�š���Œ���š�µ�Œ�� ���•
�š�Z�� �d�Á�} �����Z���o�}�v �Z�}�µ�Ÿ�v�P �W�Œ�}���o���u�X �/�v �]�š �š�Œ�µ���l�• �•�š���Œ�š ���š �� ���]�•�š�Œ�]���µ�Ÿ�}�v �����v�š���Œ �š�Z���v �š���l�� �š�}�µ�Œ�• �}�(�U �}�Œ
���]�Œ�����š �Œ�}�µ�š���• �š�}�U �•�����}�v�����Œ�Ç ���Œ�}�v�� �����‰�}�š�•�X �d�Œ�µ���l�• ���Œ�]�v�P �‰�����l���P���• �}�Œ �‰�����l���P���•���v�����Œ�}�v���•�X ���Œ�}�v���•
�š�Z���v �u���l�� �����o�]�À���Œ�]���• �(�Œ�}�u �š�Z�� �•�����}�v�����Œ�Ç �����‰�}�š�•�X �/�v �•�}�u�� �����•���• �š�Œ�µ���l�• ���o�•�} �À�]�•�]�š ���µ�•�š�}�u���Œ�• �}�v
�š�Z���]�Œ �š�}�µ�Œ�X �s���Œ�]���Ÿ�}�v�• �}�( �š�Z�]�• �•�Ç�•�š���u �����v ���� �(�}�µ�v�� �]�v �€�ò�ò�U �ï�ó�U �ñ�ï�U �í�õ�•�X

�d�Z���Œ�� ���Œ�� �� �v�µ�u�����Œ �}�( �‰�Œ�}���o���u�• �š�Z���š �]�v�À�}�o�À�� �š���v�����u �����o�]�À���Œ�Ç �š�Z���š ���} �v�}�š �‹�µ�]�š�� �(���o�o �]�v�š�} �}�µ�Œ
���o���•�•�]�.�����Ÿ�}�v �}�( �� �•�]�����l�]���l �Œ�}�µ�Ÿ�v�P �‰�Œ�}���o���u ���µ�� �š�} �•�}�u�� �Œ���•�š�Œ�]���Ÿ�À�� ���•�•�µ�u�‰�Ÿ�}�v�•�X �d�Z���•�� ���•�•�µ�u�‰�r
�Ÿ�}�v�• ���Œ�� �š�Z�� �š�Œ�µ���l �u�}�À���• ���o�}�v�P �� �o�]�v�����Œ ���}�µ�Œ�•�� �€�ò�ð�•�U �š�Z�� �š�Œ�µ���l�[�• �Œ�}�µ�š�� �]�• �‰�Œ�������š���Œ�u�]�v���� �€�ð�•�U �š�Z��
�À�]�•�]�š �•���‹�µ���v���� �]�• �‰�Œ�������š���Œ�u�]�v���� �€�î�ï�•�U ���v�� �•�]�����l�]���l�• �u�µ�•�š ���� �‰�]���l���� �µ�‰ �Á�Z���Œ�� �š�Z���Ç ���Œ�� �o���µ�v���Z����
�€�ð�ó�U �î�ì�•�X �� �v�}�v�����o�]�À���Œ�Ç ���‰�‰�o�]�����Ÿ�}�v �}�( �� �•�]�����l�]���l �•�Ç�•�š���u �]�• �‰�Œ���•���v�š���� �]�v �€�ó�î�•�X �� �P�Œ�}�µ�v�� �Œ�}���}�š ���v��
�� ���Œ�}�v�� ���Œ�� �µ�•���� �]�v �š���v�����u �š�} �u�}�v�]�š�}�Œ �v�]�š�Œ�}�P���v �o���À���o�• �]�v ���v ���P�Œ�]���µ�o�š�µ�Œ���o �‰�o�}�š�X

�î�X�î ���Æ�����š �^�}�o�µ�Ÿ�}�v�• �š�} �^�]�����l�]���l �W�Œ�}���o���u�•

�/�v �î�ì�í�ñ �D�µ�Œ�Œ���Ç ���v�� ���Z�µ �€�ñ�í�• �Á���Œ�� �š�Z�� �.�Œ�•�š �š�} �(�}�Œ�u���o�o�Ç �����•���Œ�]���� �� �•�]�����l�]���l �•�Ç�•�š���u�X �d�Z���Ç �‰�Œ�}�À�]���� ��
�u�]�Æ���� �]�v�š���P���Œ �o�]�v�����Œ �‰�Œ�}�P�Œ���u�u�]�v�P �~�D�/�>�W�• �(�}�Œ�u�µ�o���Ÿ�}�v �}�( �š�Z�� �^�&�o�Ç�]�v�P �^�]�����l�]���l �d�Œ���À���o�]�v�P �^���o���•�u���v
�W�Œ�}���o���u �~�&�^�d�^�W�•�X�_ �/�v �]�š �� �•�]�v�P�o�� �š�Œ�µ���l �����Œ�Œ�]���• �� �•�]�v�P�o�� ���Œ�}�v���X �d�Z�� �š�Œ�µ���l �����v�U ���v�� �(�}�Œ �•�}�u�� ���µ�•�š�}�u���Œ�•
�u�µ�•�š�U �u���l�� �����o�]�À���Œ�]���•�X �^�]�����l�]���l �o���µ�v���Z ���v�� �‰�]���l�µ�‰ �o�}�����Ÿ�}�v�• ���Œ�� �o�]�u�]�š���� �š�} ���µ�•�š�}�u���Œ �‰�}�]�v�š�• ���v�� �š�Z��
�����‰�}�š�X �� �Ÿ�u�� ���v���µ�Œ���v���� �Œ���v�P�� �]�• �]�u�‰�}�•���� �}�v �š�Z�� �•�]�����l�]���l�•�X �d�Z�� �}���i�����Ÿ�À�� �]�• �š�} �u�]�v�]�u�]�Ì�� �š�Z�� �Ÿ�u��
�š�} ���}�u�‰�o���š�� ���o�o �����o�]�À���Œ�]���•�X ���v�}�š�Z���Œ �•�]�u�]�o���Œ�U �Á�]�����o�Ç ���]�š�����U �]�v�š���P���Œ �‰�Œ�}�P�Œ���u�u�]�v�P �~�/�W�• �(�}�Œ�u�µ�o���Ÿ�}�v�U
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�� ���š�Z�� �^�d�Œ���À���o�]�v�P �^���o���•�u���v �W�Œ�}���o���u �Á�]�š�Z ���Œ�}�v�� �~�d�^�W�r���•�_ �]�• �P�]�À���v ���Ç ���P���š�Ì ���š ���o�X �€�í�•�X �,�� ���š ���o�X �€�î�ó�•
�]�v�š�Œ�}���µ���� �� ���}�•�š �����•���� �}���i�����Ÿ�À�� �š�} �š�Z���•�� �•�]�v�P�o���r���Œ�}�v�� �u�}�����o�•�X �:���}�v�P ���š ���o�X �€�ï�ð�• �‰�Œ���•���v�š �� �u�]�Æ����
�]�v�š���P���Œ �‰�Œ�}�P�Œ���u�u�]�v�P �~�D�/�W�• �(�}�Œ�u�µ�o���Ÿ�}�v ���Æ�š���v���]�v�P �š�Z�]�• �‰�Œ�}���o���u ���Ç �o���«�v�P ���Œ�}�v�� �Œ���v�P�� �����‰���v�� �}�v
�‰���Ç�o�}���� ���v�� �]�v�š�Œ�}���µ���]�v�P �v�} �G�Ç �Ì�}�v���•�X �������]�Ÿ�}�v���o �u�}���]�.�����Ÿ�}�v�• �š�} �š�Z�� �D�/�W �u�}�����o �����v ���� �(�}�µ�v�� �]�v
�€�í�ô�• ���v�� �€�ó�ó�•�X ���}�µ�u���v ���š ���o�X �€�ñ�• �P�]�À�� �� ���Ç�v���u�]�� �‰�Œ�}�P�Œ���u�u�]�v�P �•�}�o�µ�Ÿ�}�v �š�} �š�Z�� �‰�Œ�}���o���u�X

�K�š�Z���Œ ���Æ�š���v�•�]�}�v�• �š�} �š�Z�� �•�]�v�P�o���r���Œ�}�v�� �‰�Œ�}���o���u �]�v�À�}�o�À�� ���o�o�}�Á�]�v�P �(�}�Œ ���Œ�}�v�� �o���µ�v���Z ���v�� �‰�]���l�µ�‰ ���š
�� ���]�•���Œ���š�� �•���š �}�( �‰�}�]�v�š�• �Œ���š�Z���Œ �š�Z���v�U �}�Œ �]�v �������]�Ÿ�}�v �š�}�U �š�Z�� ���µ�•�š�}�u���Œ �‰�}�]�v�š�•�X �D���š�Z���u���Ÿ�����o �‰�Œ�}�P�Œ���u�r
�u�]�v�P �(�}�Œ�u�µ�o���Ÿ�}�v�• �}�( �•�µ���Z �‰�Œ�}���o���u�• �����v ���� �(�}�µ�v�� �]�v �€�ð�ò�• ���v�� �€�ð�ð�•�X �D���©�Z���Á ���š ���o�X �€�ð�õ�• �‰�Œ���•���v�š ��
�•�}�o�µ�Ÿ�}�v �š�} �š�Z�]�• �‰�Œ�}���o���u �Á�]�š�Z�}�µ�š �š�Œ�µ���l �����o�]�À���Œ�]���• ���Ç �Á���Ç �}�( �� �Œ�����µ���Ÿ�}�v �š�} �š�Z�� �P���v���Œ���o�]�Ì���� �š�Œ���À���o�r
�]�v�P �•���o���•�u���v �‰�Œ�}���o���u�X �W�}�]�l�}�v���v ���v�� �'�}�o�����v �€�ñ�ó�• �P�} �� �•�š���‰ �(�µ�Œ�š�Z���Œ �]�v �(�Œ�����]�v�P �o���µ�v���Z ���v�� �‰�]���l�µ�‰
�o�}�����Ÿ�}�v�•�X �d�Z���Ç �(�}�Œ�u�µ�o���š�� �š�Z�� �^�D�}�š�Z���Œ�•�Z�]�‰ ���v�� ���Œ�}�v�� �Z�}�µ�Ÿ�v�P �W�Œ�}���o���u�U�_ �]�v �Á�Z�]���Z �o���µ�v���Z���• ���v��
�‰�]���l�µ�‰�• �����v �}�����µ�Œ ���v�Ç�Á�Z���Œ�� �]�v �š�Z�� �‰�o���v�� ���v�� ���Œ�}�v���• ���Œ�� ���o�o�}�Á���� �š�} �u���l�� �u�µ�o�Ÿ�‰�o�� �����o�]�À���Œ�]���• �‰���Œ
�š�Œ�]�‰ �(�Œ�}�u �š�Z�� �š�Œ�µ���l�X �d�Z�� ���µ�š�Z�}�Œ�• �P�]�À�� �� ���Œ���v���Z ���v�� ���}�µ�v�� �u���š�Z�}�� �(�}�Œ �•�}�o�À�]�v�P �š�Z�]�• �‰�Œ�}���o���u ���Æ�����š�o�Ç�X

�D�µ�Œ�Œ���Ç ���v�� �Z���i �€�ñ�î�• ���Æ�š���v�� �š�Z�� �&�^�d�^�W �u�}�����o �}�( �€�ñ�í�• �š�} ���o�o�}�Á �(�}�Œ �u�µ�o�Ÿ�‰�o�� �Z���š���Œ�}�P���v���}�µ�• �•�]�����r
�l�]���l�•�X �d�Z���Ç �(�µ�Œ�š�Z���Œ �����À���o�}�‰ �� �u�}�Œ�� �•�}�‰�Z�]�•�Ÿ�����š���� �š�Œ�����š�u���v�š �}�( ���v���µ�Œ���v���� �š�Z���š �š���l���• �]�v�š�} �������}�µ�v�š
�‰���Ç�o�}�����•�X �� �D�/�>�W �u�}�����o �]�• �‰�Œ���•���v�š�����X �<�]�š�i�����Z���Œ�}���v���Z���] ���š ���o�X �€�ð�ì�• �P�]�À�� �� �D�/�W �(�}�Œ�u�µ�o���Ÿ�}�v �(�}�Œ ��
�u�}�Œ�� �o�]�u�]�š���� �u�µ�o�Ÿ�r���Œ�}�v�� �‰�Œ�}���o���u �]�v �Á�Z�]���Z �}�v�o�Ç �}�v�� ���Œ�}�v�� �o���µ�v���Z �}�Œ �‰�]���l�µ�‰ �����v �}�����µ�Œ ���š �������Z ���µ�•�r
�š�}�u���Œ �‰�}�]�v�š�X �<���Œ���l ���v�� ���������o�P�Z���v�Ç �€�ï�ò�• �(�}�Œ�u�µ�o���š�� �� �D�/�W �š�Z���š ���Æ�š���v���• �š�Z�� �u�µ�o�Ÿ�r�•�]�����l�]���l �u�}�����o
�š�} ���o�o�}�Á �(�}�Œ �� ���]�•���Œ���š�� �•���š �}�( �v�}�v�r���µ�•�š�}�u���Œ �o���µ�v���Z ���v�� �‰�]���l�µ�‰ �‰�}�]�v�š�•�X ���}�Ç�•���v ���š ���o�X �€�ó�• �‰�Œ�}�À�]���� ���v
�D�/�W �(�}�Œ�u�µ�o���Ÿ�}�v �(�}�Œ �� �u�µ�o�Ÿ�r�•�]�����l�]���l �‰�Œ�}���o���u �]�v �Á�Z�]���Z �Œ�}���}�š�• ���Œ�� �o���µ�v���Z���� �(�Œ�}�u �� �‰�Œ�������š���Œ�u�]�v����
�o���µ�v���Z �•�]�š���• ���v�� �Œ���š�µ�Œ�v �š�} �� �‰�Œ�������š���Œ�u�]�v���� �•���š �}�( �Œ�}���}�š �����‰�}�š�•�X �d�Z�� �š�Œ�µ���l �����v �Œ���.�o�o �š�} �]�š�• �����‰�����]�š�Ç
�}�( �Œ�}���}�š�• ���š ���v�Ç �Œ�}���}�š �����‰�}�š�X
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�o���Ÿ�}�v�U �š�Z�� �^�s���Z�]���o�� �Z�}�µ�Ÿ�v�P �W�Œ�}���o���u �Á�]�š�Z ���Œ�}�v���•�U�_ ���µ�š �š�Z���]�Œ �Á�}�Œ�l �]�• �v�}�š ���}�v�����Œ�v���� �Á�]�š�Z ���Æ�����š
�•�}�o�µ�Ÿ�}�v�•�X �t���v�P ���v�� �^�Z���µ �€�ó�õ�• �P�]�À�� �� �D�/�W �(�}�Œ�u�µ�o���Ÿ�}�v�X �D�/�W �(�}�Œ�u�µ�o���Ÿ�}�v�• �}�( �š�Z�� �‰�Œ�}���o���u �Á�]�š�Z �š�Z��
�������]�Ÿ�}�v �}�( ���µ�•�š�}�u���Œ �Ÿ�u�� �Á�]�v���}�Á�• �����v ���� �(�}�µ�v�� �]�v �€�ò�î�• ���v�� �€�ò�í�•�X

���o�o �}�( �š�Z���•�� ���Æ�����š �•�}�o�µ�Ÿ�}�v�• ���Œ�� �]�v�š�Œ�����š�����o�� �}�v �‰�Œ�}���o���u�• �}�( �‰�Œ�����Ÿ�����o �•�]�Ì�� ���v�� ���Œ�� �P���v���Œ���o�o�Ç �}�v�o�Ç
�����o�� �š�} �•�}�o�À�� �‰�Œ�}���o���u �]�v�•�š���v�����• �µ�‰ �š�} �•�]�Ì�� �í�ì ���µ�•�š�}�u���Œ �‰�}�]�v�š�• �]�v �� �Œ�����•�}�v�����o�� ���u�}�µ�v�š �}�( �Ÿ�u���X
�d�Z�µ�• �Z���µ�Œ�]�•�Ÿ�� ���‰�‰�Œ�}�����Z���• ���Œ�� �v�����������X

�î�X�ï �,���µ�Œ�]�•�Ÿ�� �^�}�o�µ�Ÿ�}�v�• �š�} �^�]�����l�]���l �W�Œ�}���o���u�•

�D���v�Ç �}�( �š�Z�� �‰���‰���Œ�• �P�]�À���v �]�v �š�Z�� �‰�Œ���À�]�}�µ�• �•�����Ÿ�}�v ���o�•�} �����À���o�}�‰ �Z���µ�Œ�]�•�Ÿ�� �u���š�Z�}���• �(�}�Œ �š�Z�� �‰�Œ�}���o���u�•
�š�Z���Ç �‰�}�•���X �D�µ�Œ�Œ���Ç ���v�� ���Z�µ �€�ñ�í�• �P�]�À�� �� �•�}�o�µ�Ÿ�}�v �š�} �š�Z�� �&�^�d�^�W �š�Z���š �����P�]�v�• �Á�]�š�Z �� �š�Œ�µ���l �d�^�W �š�}�µ�Œ
���v�� �]�š���Œ���Ÿ�À���o�Ç �Œ�����•�•�]�P�v�• ���µ�•�š�}�u���Œ�• �š�} ���Œ�}�v���•�X �>�]�l���Á�]�•�� ���P���š�Ì ���š ���o�X�[�• �€�í�• �•�}�o�µ�Ÿ�}�v �š�} �š�Z�� �d�^�W�r��
�����P�]�v�• �Á�]�š�Z �� �d�^�W �š�}�µ�Œ ���v�� �š�Z���v �‰���Œ�Ÿ�Ÿ�}�v�• �š�Z�� �š�}�µ�Œ �]�v�š�} �š�Œ�µ���l ���µ�•�š�}�u���Œ�• ���v�� ���Œ�}�v�� ���µ�•�š�}�u���Œ�•�X
�W�}�]�l�}�v���v ���š ���o�X �€�ñ�ô�• �����À���o�}�‰ �� �Z���µ�Œ�]�•�Ÿ�� �u���š�Z�}�� �(�}�Œ �•�}�o�À�]�v�P �š�Z�� �d�^�W�r�� �š�Z���š �µ�•���• �� ���Œ���v���Z ���v��
���}�µ�v�� �‰�Œ�}�������µ�Œ�� �š�} ���Æ�‰�o�}�Œ�� �‰�}�•�•�]���o�� �•���‹�µ���v�����• �}�( �����o�]�À���Œ�]���•�X �d���v�P ���š ���o�X �€�ó�ì�• �‰�Œ���•���v�š �� ���}�v�•�š�Œ���]�v�š
�‰�Œ�}�P�Œ���u�u�]�v�P �(�}�Œ�u�µ�o���Ÿ�}�v �}�( �š�Z�� �d�^�W�r���X �K�š�Z���Œ �Z���µ�Œ�]�•�Ÿ�� �•�}�o�µ�Ÿ�}�v�• �š�} �š�Z�� �À���Œ�•�]�}�v�• �}�( �š�Z�� �‰�Œ�}���o���u
�Á�]�š�Z �� �•�]�v�P�o���r���Œ�}�v�� ���v�� �o���µ�v���Z ���v�� �‰�]���l�µ�‰ �o�}�����Ÿ�}�v�• �Œ���•�š�Œ�]���š���� �š�} ���µ�•�š�}�u���Œ �‰�}�]�v�š�• �����v ���� �(�}�µ�v�� �]�v
�€�î�ó�U �î�ò�U �î�î�U �ð�ñ�U �î�ñ�U �ò�ì�U �ó�ó�U �ï�ð�•�X

�,���µ�Œ�]�•�Ÿ�� �•�}�o�µ�Ÿ�}�v�• �š�} �š�Z�� �‰�Œ�}���o���u �Á�]�š�Z �š�Z�� ���Æ�š���v�•�]�}�v �}�( �o���µ�v���Z ���v�� �‰�]���l�µ�‰�• ���o�o�}�Á���� ���š �� ���]�•�r
���Œ���š���U �‰�Œ�������š���Œ�u�]�v���� �•���š �}�( �v�}�v�r���µ�•�š�}�u���Œ �‰�}�]�v�š�• ���Œ�� �P�]�À���v �]�v �€�ð�ò�• ���v�� �€�ð�ð�•�X �D���Œ�]�v���o�o�] ���š ���o�X �€�ð�ô�•
�‰�Œ�}�À�]���� �� �Z���µ�Œ�]�•�Ÿ�� ���o�P�}�Œ�]�š�Z�u �(�}�Œ �š�Z�� � �̂��v�r�Œ�}�µ�š���_ �š�Œ�µ���l�r���Œ�}�v�� �����o�]�À���Œ�Ç �•�Ç�•�š���u�X �/�v �]�š �š�Z�� ���Œ�}�v�� �����v

�í�î



�d�Z�����^�•�]�����l�]���l�_���Œ�}�µ�š�]�v�P���‰���Œ�����]�P�u���(�}�Œ���s�D�d���Œ�����µ���š�]�}�v�����v�����]�u�‰�Œ�}�À���������������•�•�]���]�o�]�š�Ç��
��

�í�í��
��

�� ������ �o���µ�v���Z���� ���v�� �‰�]���l���� �µ�‰ ���š ���v�Ç �‰�}�]�v�š ���o�}�v�P �š�Z�� �o�]�v���• �š�Z���š �u���l�� �µ�‰ �š�Z�� �š�Œ�µ���l�[�• �š�}�µ�Œ �}�( �š�Z�� ���µ�•�r
�š�}�u���Œ�• �š�Z���š �]�š �À�]�•�]�š�•�X �W�}�]�l�}�v���v ���v�� �'�}�o�����v �€�ñ�ó�• �����À���o�}�‰ �� �Z���µ�Œ�]�•�Ÿ�� �(�}�Œ �š�Z�� �D�}�š�Z���Œ�•�Z�]�‰ ���v�� ���Œ�}�v��
�Z�}�µ�Ÿ�v�P �W�Œ�}���o���u �Á�Z�]���Z �Z���• �š�}�š���o�o�Ç �(�Œ���� �o���µ�v���Z ���v�� �‰�]���l�µ�‰ �•�]�š���•�X

�D�µ�Œ�Œ���Ç ���v�� �Z���i �P�]�À�� �� �Z���µ�Œ�]�•�Ÿ�� �•�}�o�µ�Ÿ�}�v �š�} �š�Z���]�Œ �&�^�d�^�W �Á�]�š�Z �u�µ�o�Ÿ�‰�o�� �•�]�����l�]���l�• �u�}�����o�X �K�š�Z���Œ
�Z���µ�Œ�]�•�Ÿ�� �•�}�o�µ�Ÿ�}�v�• �š�} �u�µ�o�Ÿ�r�•�]�����l�]���l �u�}�����o�• �Á�]�š�Z �o���µ�v���Z ���v�� �‰�]���l�µ�‰ �Œ���•�š�Œ�]���š���� �š�} ���µ�•�š�}�u���Œ �‰�}�]�v�š�•
�����v ���� �(�}�µ�v�� �]�v �€�ò�• ���v�� �€�ð�ì�•�X

�<���Œ���l ���v�� ���������o�P�Z���v�Ç �€�ï�ò�• ���v�� ���}�Ç�•���v ���š ���o�X �€�ó�• �Z���µ�Œ�]�•�Ÿ�����o�o�Ç �•�}�o�À�� �š�Z���]�Œ �‰�Œ�}���o���u�• �Á�]�š�Z �u�µ�o�r
�Ÿ�‰�o�� ���Œ�}�v���• ���v�� �� �.�Æ���� �•���š �}�( �v�}�v�r���µ�•�š�}�u���Œ �o���µ�v���Z ���v�� �‰�]���l�µ�‰ �•�]�š���•�X �W�}�]�l�}�v���v �€�ñ�ò�• �‰�Œ�}�À�]�����• ��
�Z���µ�Œ�]�•�Ÿ�� �•�}�o�µ�Ÿ�}�v �š�} �� �v���Á �‰�Œ�}���o���u�U �š�Z�� �^�D�µ�o�Ÿ�r�s�]�•�]�š ���Œ�}�v�� �Z�}�µ�Ÿ�v�P �W�Œ�}���o���u�X�_ �� �•�]�v�P�o�� �š�Œ�µ���l �����v
�����Œ�Œ�Ç �u�µ�o�Ÿ�‰�o�� ���Œ�}�v���•�U �š�Z�}�µ�P�Z �š�Z���]�Œ �o���µ�v���Z ���v�� �‰�]���l�µ�‰ �}�Œ�����Œ �]�• �Œ���•�š�Œ�]���š���� �š�} ���o�o �u�µ�•�š ���� �o���µ�v���Z����
�š�Z���v ���o�o �u�µ�•�š ���� �‰�]���l���� �µ�‰�X �>���µ�v���Z ���v�� �‰�]���l�µ�‰ �o�}�����Ÿ�}�v�• ���Œ�� �� �P�]�À���v ���]�•���Œ���š�� �•���š�X �D�}�•�š �v�}�š�����o�Ç�U ��
���Œ�}�v�� �����v �����o�]�À���Œ �u�µ�o�Ÿ�‰�o�� �‰�����l���P���• �‰���Œ �š�Œ�]�‰ �(�Œ�}�u �š�Z�� �š�Œ�µ���l�X

�&�}�Œ �Z���µ�Œ�]�•�Ÿ�� ���o�P�}�Œ�]�š�Z�u�• �š�} �•�}�o�À�� �•�]�����l�]���l �s�Z�W�•�U �����l�v���u�� ���v�� �<�Œ���µ�• �€�í�ó�• ���•�•�µ�u�� �o���µ�v���Z ���v��
�‰�]���l�µ�‰�• ���š ���µ�•�š�}�u���Œ�•�U �t���v�P ���š ���o�X �€�ó�õ�• ���•�•�µ�u�� �o���µ�v���Z ���v�� �‰�]���l�µ�‰�• ���š ���]�•���Œ���š�� �•���š �]�v �������]�Ÿ�}�v �š�}
���µ�•�š�}�u���Œ�•�U ���v�� �^���Z���Œ�u���Œ ���š ���o�X �€�ò�ñ�• ���•�•�µ�u�� �o���µ�v���Z ���v�� �‰�]���l�µ�‰�• ���š ���]�•���Œ���š�� �o�}�����Ÿ�}�v�• ���o�}�v�P �š�Z��
���]�Œ�����š �‰���š�Z�• �š�Z�� �š�Œ�µ���l �š�Œ���À���o�• �����š�Á�����v �š�Œ�µ���l�r�����o�]�À���Œ�Ç �‰�}�]�v�š�•�X

�î�X�ð �d�Z���}�Œ���Ÿ�����o �Z���•�µ�o�š�• ���v�� ���}�v�Ÿ�v�µ�}�µ�• ���‰�‰�Œ�}�Æ�]�u���Ÿ�}�v �D�}�����o�•

�t���v�P ���š ���o�X �€�ó�ô�• ���}�v�•�]�����Œ �š�Z�� �s���Z�]���o�� �Z�}�µ�Ÿ�v�P �W�Œ�}���o���u �Á�]�š�Z ���Œ�}�v���• �]�v �Á�Z�]���Z �u�µ�o�Ÿ�‰�o�� �À���Z�]���o���•
�������Z �����Œ�Œ�Ç �u�µ�o�Ÿ�‰�o�� ���Œ�}�v���•�X �d�Z���Ç �����Œ�]�À�� �µ�‰�‰���Œ ���}�µ�v���• �}�v �š�Z�� �]�u�‰�Œ�}�À���u���v�š �š�} ���� �P���]�v���� �}�À���Œ
�š�Z�� �}�‰�Ÿ�u���o �d�^�W ���v�� �s�Z�W �•�}�o�µ�Ÿ�}�v�• �Á�]�š�Z�}�µ�š ���Œ�}�v���• ���• �Á���o�o ���• �š�Z�� �]�u�‰�Œ�}�À���u���v�š �š�} ���� �P���]�v���� ���Ç
�]�v�š�Œ�}���µ���]�v�P �(���•�š���Œ ���Œ�}�v���•�X �W�}�]�l�}�v���v ���š ���o�X �€�ñ�õ�• ���Æ�š���v�� �š�Z�� �u�}�����o �}�( �€�ó�ô�•�X �� �����©���Œ�Ç �o�]�(�� �~�Ÿ�u�� �o�]�u�]�š�•
�]�• �]�u�‰�}�•���� �}�v �š�Z�� ���Œ�}�v���•�V �š�Z�� �‰�}�•�•�]���]�o�]�š�Ç �}�( �µ�•�]�v�P ���]�+���Œ���v�š ���]�•�š���v���� �u���š�Œ�]���• �(�}�Œ �š�Z�� �š�Œ�µ���l ���v�� ���Œ�}�v��
���v�� �š�Z�� �‰�}�•�•�]���]�o�]�š�Ç �}�( �µ�•�]�v�P ���}�•�š �Œ���š�Z���Œ �š�Z���v �Ÿ�u�� �����•���� �}���i�����Ÿ�À���• ���Œ�� ���}�v�•�]�����Œ�����V ���v�� �š�Z���Œ�� �]�• ���v
���Æ�š���v�•�]�}�v �š�} �š�Z�� ���o�}�•���r���v�}�µ�P�Z �À���Z�]���o�� �Œ�}�µ�Ÿ�v�P �‰�Œ�}���o���u�X �d�Z���]�Œ �Œ���•�µ�o�š�• ���Œ�� ���}�µ�v���• �}�v �]�u�‰�Œ�}�À���u���v�š
���µ�� �š�} �]�v�š�Œ�}���µ���Ÿ�}�v �}�( ���Œ�}�v���• ���v�� ���µ�� �š�} ���]�+���Œ���v�š ���Œ�}�v�� ���}�v�.�P�µ�Œ���Ÿ�}�v�•�X

���P���š�Ì ���š ���o�X �€�í�• �‰�Œ�}���µ���� �� �Œ���•�µ�o�š �š�Z���š �]�• �� �P���v���Œ���o�]�Ì���Ÿ�}�v �}�( �š�Z�� �Œ���•�µ�o�š�• �}�( �€�ó�ô�• �Á�Z���v ���‰�‰�o�]���� �š�}
�š�Z�� �d�^�W�r���X �d�Z���š �]�• �š�Z���Ç �P�]�À�� ���v �µ�‰�‰���Œ ���}�µ�v�� �}�v �š�Z�� �]�u�‰�Œ�}�À���u���v�š �}�À���Œ �i�µ�•�š�r�š�Œ�µ���l �Œ�}�µ�Ÿ�v�P ���o�o�}�Á�]�v�P
���]�+���Œ���v�š ���]�•�š���v���� �u���š�Œ�]���• �š�} ���� �µ�•���� �(�}�Œ �š�Z�� �š�Œ�µ���l ���v�� ���Œ�}�v�� ���]�•�š���v�����•�X �d�Z�� ���µ�š�Z�}�Œ�• �(�µ�Œ�š�Z���Œ �P�]�À��
�� �o�}�Á���Œ ���}�µ�v�� �š�} �š�Z�� �d�^�W�r�� ���v�� ���v ���‰�‰�Œ�}�Æ�]�u���Ÿ�}�v ���o�P�}�Œ�]�š�Z�u �µ�•�]�v�P �u�]�v�]�u�µ�u �•�‰���v�v�]�v�P �š�Œ�����•�X

�����u�‰�����o�o ���š ���o�X �€�í�ï�• �•�š�µ���Ç �� ���}�v�Ÿ�v�µ�}�µ�• ���‰�‰�Œ�}�Æ�]�u���Ÿ�}�v �u�}�����o �(�}�Œ �� �•�]�����l�]���l �‰�Œ�}���o���u �Á�]�š�Z
�� �š�Œ�µ���l �����Œ�Œ�Ç�]�v�P �u�µ�o�Ÿ�‰�o�� ���Œ�}�v���•�X �����u���v�� �]�• �u�}�����o���� ���• �� ���}�v�Ÿ�v�µ�}�µ�• �•�‰���Ÿ���o �����v�•�]�š�Ç�X ���µ�•�š�}�u���Œ
�‰�}�]�v�š�• ���Œ�� �À�]�•�]�š���� �]�v �Œ�����š���v�P�µ�o���Œ �•�Á���š�Z�•�X �d�Z�� ���µ�š�Z�}�Œ�• �‰�Œ�}�À�]���� �š�Z�� ���Æ�‰�����š���� ���}�•�š �}�( �����o�]�À���Œ�Ç �]�v �š���Œ�u�•
�}�( �š�Z�� ���µ�•�š�}�u���Œ �����v�•�]�š�Ç ���v�� �š�Z�� �š�Œ�µ���l ���v�� ���Œ�}�v�� �‰���Œ�r�µ�v�]�š�r���]�•�š���v���� ���v�� ���Œ�}�‰�}�+ ���}�•�š�•�X ���}�u�‰���Œ�]�•�}�v
�]�• �u������ �š�} �š�Z�� ���Æ�‰�����š���� ���}�•�š �Á�]�š�Z�}�µ�š ���Œ�}�v���•�X �h�v�o�]�l�� �]�v �}�µ�Œ �u�}�����o�U ���Œ�}�v�� �o���µ�v���Z ���v�� �‰�]���l�µ�‰ �o�}�����r
�Ÿ�}�v�• ���Œ�� �o�]�u�]�š���� �š�} ���µ�•�š�}�u���Œ �‰�}�]�v�š�•�U ���v�� �š�Z�� �•���‹�µ���v���� �}�( �����o�]�À���Œ�]���• �]�• �.�Æ���� �š�} �� �š�Œ�µ���l �����o�]�À���Œ�Ç ���š
�Á�Z�]���Z ���o�o ���Œ�}�v���• ���Œ�� �o���µ�v���Z���� �(�}�o�o�}�Á���� ���Ç ���v�}�š�Z���Œ �š�Œ�µ���l �����o�]�À���Œ�Ç ���š �Á�Z�]���Z ���o�o ���Œ�}�v���• ���Œ�� �‰�]���l����
�µ�‰ ���v�� �Œ���o���µ�v���Z�����X

�/�v �€�í�ñ�• �����Œ�o�•�•�}�v ���v�� �^�}�v�P ���}�v�•�]�����Œ �š�Z�� �•�]�����l�]���l �‰�Œ�}���o���u ���• �(�}�Œ�u�µ�o���š���� �]�v �š�Z�]�• �Œ���‰�}�Œ�š ���Æ�����‰�š
�Œ���•�š�Œ�]���š���� �š�} �}�v�o�Ç �}�v�� �•�]�����l�]���l ���v�� ���•�•�µ�u�]�v�P �š�Z���š �š�Z�� �•�]�����l�]���l �]�• �(���•�š���Œ �š�Z���v �š�Z�� �š�Œ�µ���l�X �h�•�]�v�P ��
���}�v�Ÿ�v�µ�}�µ�• ���‰�‰�Œ�}�Æ�]�u���Ÿ�}�v �u�}�����o �š�Z���š ���•�•�µ�u���• �� �•�u�}�}�š�Z �����u���v�� ���]�•�š�Œ�]���µ�Ÿ�}�v �š�Z���Ç ���Œ�� �����o�� �š�}
�����Œ�]�À�� �š�Z�� ���•�Ç�u�‰�š�}�Ÿ�� �����Z���À�]�}�Œ �}�( �š�Z�� �}�‰�Ÿ�u���o �š�}�µ�Œ ���• �š�Z�� �v�µ�u�����Œ �}�( ���µ�•�š�}�u���Œ�• �P�}���• �š�} �]�v�.�v�]�š�Ç�X
�d�Z�]�• �š�Z���v �Ç�]���o���• �� ���Z���Œ�����š���Œ�]�Ì���Ÿ�}�v �}�( �š�Z�� �]�u�‰�Œ�}�À���u���v�š �š�} ���� �P���]�v���� ���Ç �]�v�š�Œ�}���µ���]�v�P �� �•�]�����l�]���l ���v��
�Z�}�Á �š�Z�]�• �]�u�‰�Œ�}�À���u���v�š �����‰���v���• �}�v �š�Z�� �Œ���o���Ÿ�À�� �•�‰�������• �}�( �š�Z�� �š�Œ�µ���l ���v�� �•�]�����l�]���l�X

�í�ï



�d�Z�����^�•�]�����l�]���l�_���Œ�}�µ�š�]�v�P���‰���Œ�����]�P�u���(�}�Œ���s�D�d���Œ�����µ���š�]�}�v�����v�����]�u�‰�Œ�}�À���������������•�•�]���]�o�]�š�Ç��
��

�í�í��
��

�� ��

�~���• ���}�Æ���}�š �~���• ���]�•�‰���š���Z �~���• �<�]�Á�] �����u�‰�µ�•

�~���• �,�}�Œ�•���&�o�Ç �~���• �^�š���Œ�•�Z�]�‰ �~�(�• �^�Á�]�•�• �W�}�•�š�~�P�• �D���Œ���������• �s�]�•�]�}�v �s���v

�&�]�P�µ�Œ�� �î�W �s���Œ�]�}�µ�• �Z���Œ���Á���Œ�� �]�u�‰�o���u���v�š���Ÿ�}�v�• �}�( �•�]�����l�]���l �Œ�}�µ�Ÿ�v�P �•���Z���u���•�X

�í�ð



�d�Z�����^�•�]�����l�]���l�_���Œ�}�µ�š�]�v�P���‰���Œ�����]�P�u���(�}�Œ���s�D�d���Œ�����µ���š�]�}�v�����v�����]�u�‰�Œ�}�À���������������•�•�]���]�o�]�š�Ç��
��

�í�í��
��

�� ��
�d

���
��o

��
�í�

W
��

�•
�µ

�u
�u

���
Œ

�Ç
�}

�(
�Á

�}
�Œ

�l
�}

�v
�•

�]�
���

�l�
]��

�l
�‰

�Œ
�}

���
o�

��u
�•

�X
�W

���
‰

���
Œ

�•
���

Œ
��

���
o�

��•
�•

�]�
.��

��
���

Ç
�š

�Z
���

]�Œ
�u

�}
���

��o
���

•�
•�

µ�
u�

‰
�Ÿ

�}
�v

�•
���

•�
Á

���
o�

o
���

•�
š�

Z
���

]�Œ
���

}�
v�

š�
Œ

�]�
��µ

�Ÿ
�}

�v
�•

�X

�W
�µ

���
o�

]��
���

Ÿ
�}

�v
�d

�^
�W

�l�
s�

Z
�W

�d
�Œ

�µ
���

l
���

��o
�]�

À
���

Œ
�•

�D
�µ

�o
�Ÿ

�‰
�o

��
���

Œ
�}

�v
���

•�>
���

µ�
v�

��Z
�l�

W
�]�

��l
�µ

�‰
�^

�]�
š�

��•
���

Æ
���

��š
�^

�}
�o

�µ
�Ÿ

�}
�v

�•
�,�

��µ
�Œ

�]�
•�

Ÿ
��

���
o�

P
�}

�Œ
�]�

š�
Z

�u
�•

���
}�

v�
Ÿ

�v
�µ

�}
�µ

�•
���

‰
�‰

�Œ
�}�

Æ
�]�

u�
��Ÿ

�}
�v

�d
�Z

���
}�

Œ
���

Ÿ
���

��o
�Z

���
•�

µ�
o�

š�
•

�€
�ñ

�í�
•�

U
�€

�î�
ó�

•
�d

�^
�W

X
�r

���
µ�

•�
š�

}�
u�

��Œ
�W

�}
�]�

v�
š�

•
�D

�/�
>

�W
X

�r
�r

�€
�î�

ñ�
•�

U
�€

�ò
�ì�

•�
U

�€
�î�

ò�
•�

U
�€

�î�
î�•

�U
�€

�ð
�ñ

�•
�U

�€
�ñ

�ô
�•

�d
�^

�W
X

�r
���

µ�
•�

š�
}�

u�
��Œ

�W
�}

�]�
v�

š�
•

�r
X

�r
�r

�€
�ð

�õ
�•

�d
�^

�W
�r

�r
�&

�]�
Æ

���
��

^�
��š

�'�
d�

^�
W

�Z
���

��µ
���

Ÿ
�}

�v
�r

�r
�r

�€
�ð

�ò
�•

�d
�^

�W
�r

�r
�&

�]�
Æ

���
��

^�
��š

�/�
W

X
�r

�r

�€
�ñ

�ó
�•

�d
�^

�W
�r

�r
���

}�
u�

‰
�o

���
š�

��o
�Ç

�&
�Œ

���
�

���
Œ

���
v�

��Z
�˜

���
}�

µ�
v�

�
X

�r
�r

�€
�ñ

�•
�d

�^
�W

X
�r

���
µ�

•�
š�

}�
u�

��Œ
�W

�}
�]�

v�
š�

•
���

W
�r

�r
�r

�€
�ñ

�ò
�•

�d
�^

�W
�r

X
�&

�]�
Æ

���
��

^�
��š

�r
X

�r
�r

�€
�ð

�ô
�•

�d
�^

�W
X

�r
�>

�]�
v�

��•
���

��š
�Á

���
��v

�d
�Œ

�µ
���

l�
���

�o
�]�

À
���

Œ
�]�

��•�r
X

�r
�r

�€
�í�

•
�d

�^
�W

X
�r

���
µ�

•�
š�

}�
u�

��Œ
�W

�}
�]�

v�
š�

•
�/�

W
X

�r
���

}�
µ�

v�
��•

�}
�v

�/�
u�

‰
�Œ

�}
�À

���
u�

��v
�š

�€
�ò

�•
�d

�^
�W

�r
X

���
µ�

•�
š�

}�
u�

��Œ
�W

�}
�]�

v�
š�

•
�D

�/�
W

X
�r

�r

�€
�ó

�ì�
•

�d
�^

�W
X

�r
���

µ�
•�

š�
}�

u�
��Œ

�W
�}

�]�
v�

š�
•

���
}�

v�
•�

š�
Œ

���
]�v

�š
�W

�Œ
�}

�P
�Œ

���
u�

u�
]�v

�PX
�r

�r

�€
�í�

ô�
•

�d
�^

�W
X

�r
���

µ�
•�

š�
}�

u�
��Œ

�W
�}

�]�
v�

š�
•

�D
�/�

>
�W

�r
�r

�r

�€
�ñ

�î�
•

�d
�^

�W
X

X
���

µ�
•�

š�
}�

u�
��Œ

�W
�}

�]�
v�

š�
•

�D
�/�

>
�W

X
�r

�r

�€
�ð

�ð
�•

�d
�^

�W
�r

�r
�&

�]�
Æ

���
�

�^
���

š
�D

�/�
W

X
�r

�r

�í�ñ



�d�Z�����^�•�]�����l�]���l�_���Œ�}�µ�š�]�v�P���‰���Œ�����]�P�u���(�}�Œ���s�D�d���Œ�����µ���š�]�}�v�����v�����]�u�‰�Œ�}�À���������������•�•�]���]�o�]�š�Ç��
��

�í�í��
��

�� ��
�d

���
��o

��
�í�

W
�~

���
}�

v�
Ÿ

�v
�µ

���
��•

�W
�µ

���
o�

]��
���

Ÿ
�}

�v
�d

�^
�W

�l�
s�

Z
�W

�d
�Œ

�µ
���

l
���

��o
�]�

À
���

Œ
�•

�D
�µ

�o
�Ÿ

�‰
�o

��
���

Œ
�}

�v
���

•�>
���

µ�
v�

��Z
�l�

W
�]�

��l
�µ

�‰
�^

�]�
š�

��•
���

Æ
���

��š
�^

�}
�o

�µ
�Ÿ

�}
�v

�•
�,�

��µ
�Œ

�]�
•�

Ÿ
��

���
o�

P
�}

�Œ
�]�

š�
Z

�u
�•

���
}�

v�
Ÿ

�v
�µ

�}
�µ

�•
���

‰
�‰

�Œ
�}�

Æ
�]�

u�
��Ÿ

�}
�v

�d
�Z

���
}�

Œ
���

Ÿ
���

��o
�Z

���
•�

µ�
o�

š�
•

�€
�ð

�ì�
•

�d
�^

�W
X

X
���

µ�
•�

š�
}�

u�
��Œ

�W
�}

�]�
v�

š�
•

�D
�/�

W
X

�r
�r

�€
�ï�

ò�
•

�d
�^

�W
�r

X
�&

�]�
Æ

���
�

�^
���

š
�D

�/�
W

X
�r

�r

�€
�ó

�ó
�•

�U
�€

�ï�
ð�

•�
d�

^�
W

X
�r

���
µ�

•�
š�

}�
u�

��Œ
�W

�}
�]�

v�
š�

•
�D

�/�
W

X
�r

�r

�€
�ó

�ô
�•

�U
�€

�ñ
�õ

�•�s
�Z

�W
X

X
���

µ�
•�

š�
}�

u�
��Œ

�W
�}

�]�
v�

š�
•

�r
�r

�r
���

}�
µ�

v�
��•

�}
�v

�/�
u�

‰
�Œ

�}
�À

���
u�

��v
�š

�€
�í�

ó�
•

�s
�Z

�W
X

X
���

µ�
•�

š�
}�

u�
��Œ

�W
�}

�]�
v�

š�
•

�r
X

�r
�r

�€
�ò

�î�
•

�s
�Z

�W
X

X
���

µ�
•�

š�
}�

u�
��Œ

�W
�}

�]�
v�

š�
•

�D
�/�

W
�r

�r
�r

�€
�ó

�õ
�•

�s
�Z

�W
X

X
�&

�]�
Æ

���
�

�^
���

š
�D

�/�
W

X
�r

�r

�€
�ò

�ñ
�•

�s
�Z

�W
X

X
�W

���
š�

Z
���

��š
�Á

���
��v

�d
�Œ

�µ
���

l�
���

�o
�]�

À
���

Œ
�]�

��•�r
X

�r
�r

�€
�ò

�í�
•

�s
�Z

�W
X

�í
�W

���
Œ

�d
�Œ

�µ
���

l
���

µ�
•�

š�
}�

u�
��Œ

�W
�}

�]�
v�

š�
•

�D
�/�

Y
�W

X
�r

�r

�€
�í�

ï�•
�d

�^
�W

X
X

���
µ�

•�
š�

}�
u�

��Œ
�W

�}
�]�

v�
š�

•
�r

�r
X

���
Æ

�‰
���

��š
���

�
���

}�
•�

š

�€
�í�

ñ�
•

�d
�^

�W
X

�r
���

}�
u�

‰
�o

���
š�

��o
�Ç

�&
�Œ

���
�

�r
�r

X
���

•�
Ç

�u
�‰

�š
�}

�Ÿ
���

•�
U

�/�
u�

‰
�Œ

�}
�À

���
u�

��v
�š

�K
�À

���
Œ

�d
�^

�W

�d
�Z

�]�
•�

t�}
�Œ

�l
�d

�^
�W

X
X

���
}�

u�
‰

�o
���

š�
��o

�Ç
�&

�Œ
���

�
�r

�r
X

���
•�

Ç
�u

�‰
�š

�}
�Ÿ

���
•�

U
�/�

u�
‰

�Œ
�}

�À
���

u�
��v

�š
�K

�À
���

Œ
�d

�^
�W

�í�ò



�d�Z�����^�•�]�����l�]���l�_���Œ�}�µ�š�]�v�P���‰���Œ�����]�P�u���(�}�Œ���s�D�d���Œ�����µ���š�]�}�v�����v�����]�u�‰�Œ�}�À���������������•�•�]���]�o�]�š�Ç��
��

�í�í��
��

�� ���ï �W�Œ�}���o���u �����.�v�]�Ÿ�}�v�•

�t�� �����P�]�v ���Ç �(�}�Œ�u���o�o�Ç �����.�v�]�v�P �š�Z�� �‰�Œ�}���o���u �}�( �•�]�����l�]���l �Œ�}�µ�Ÿ�v�P �Á�]�š�Z �u�µ�o�Ÿ�‰�o�� �•�]�����l�]���l�•�X �t�� ���•�r
�•�µ�u�� �š�Z���š �� �•�]�v�P�o���U �µ�v�����‰�����]�š���š���� �š�Œ�µ���l �u�µ�•�š �‰�Œ�}�À�]���� �•���Œ�À�]���� �š�} �� ���}�o�o�����Ÿ�}�v �}�(n ���µ�•�š�}�u���Œ�• �]�v �š�Z��
�‰�o���v���U �µ�•�]�v�P �š�Z�� ���•�•�]�•�š���v���� �}�(k �•�]�����l�]���l�• �Z���À�]�v�P �µ�v�]�š �����‰�����]�š�Ç�U ���v�� �š�Z���š �š�Z�� �P�}���o �]�• �š�} �u�]�v�]�u�]�Ì�� �š�Z��
�Ÿ�u�� �š�} ���}�u�‰�o���Ÿ�}�v�X �d�} �•�]�u�‰�o�]�(�Ç ���Æ�‰�}�•�]�Ÿ�}�v�U �Á�� �Á�]�o�o �.�Œ�•�š �(�}�Œ�u�µ�o���š�� �}�µ�Œ �‰�Œ�}���o���u �Á�]�š�Z ���v �������]�Ÿ�}�v���o
���}�v�•�š�Œ���]�v�š �š�Z���š �š�Z�� �š�Œ�µ���l �]�š�•���o�( �]�• �v�}�š �‰���Œ�u�]�©���� �š�} �À�]�•�]�š ���v�Ç ���µ�•�š�}�u���Œ�•�W

�����.�v�]�Ÿ�}�v �í�X�>���šp1; : : : ; pn ���� �� ���}�o�o�����Ÿ�}�v �}�( �‰�}�]�v�š�• �]�v �š�Z�� �‰�o���v���X �>���šk �����v�}�š�� �š�Z�� �v�µ�u�����Œ �}�(
�•�]�����l�]���l�•�X �>���š� 0 �����v�}�š�� �š�Z�� �•�‰������ �}�( �š�Z�� �š�Œ�µ���l�U ���v�� �o���š� 1 �����v�}�š�� �š�Z�� �•�‰������ �}�( �������Z �•�]�����l�]���l �~� 1

�����v ���� �P�Œ�����š���Œ �}�Œ �o���•�• �š�Z���v� 0�•�X �>���š �À���Œ�]�����o���•x1; : : : ; xn ���� �š�Z�� �o���µ�v���Z �‰�}�]�v�š�• �(�}�Œ �š�Z�� �•�]�����l�]���l�•�U
���v�� �o���š �À���Œ�]�����o���•y1; : : : ; yn ���� �š�Z�� �‰�]���l�µ�‰ �‰�}�]�v�š�• �(�}�Œ �š�Z�� �•�]�����l�]���l�•�X �d�Z���š �]�•�U �‰�}�]�v�špi �]�• �À�]�•�]�š���� ���Ç ��
�•�]�����l�]���l �š�Z���š �]�• �o���µ�v���Z���� ���š �‰�}�]�v�šx i ���v�� �]�• �Œ���š�Œ�]���À���� ���š �‰�}�]�v�šyi �X

�>���š �À���Œ�]�����o���•zj �Uj 2 f 1; : : : ; 2ng�U ���� �š�Z�� �o�}�����Ÿ�}�v �}�( �š�Z��j �š�Z �•�]�����l�]���l �o���µ�v���Z �}�Œ �‰�]���l�µ�‰ ���À���v�š�U
���v�� �o���š �À���Œ�]�����o���•t j �Uj 2 f 1; : : : ; 2ng�U ���� �š�Z�� �Ÿ�u�� �}�( �š�Z��j �š�Z �•�]�����l�]���l �o���µ�v���Z �}�Œ �‰�]���l�µ�‰ ���À���v�š�X �d�Z��
zj �[�• �š���l�� �š�Z�� �•���u�� �À���o�µ���• ���• �š�Z��x i �[�• ���v�� �š�Z��yi �[�•�V �Á�� �]�v�š�Œ�}���µ���� �š�Z���u �}�v�o�Ç �š�} �u���l�� �]�v�����Æ�]�v�P �����•�]���Œ
�]�v �š�Z�� �(�}�Œ�u�µ�o���Ÿ�}�v�X �t�� �o���šz0 ���� �š�Z�� �]�v�]�Ÿ���o �‰�}�•�]�Ÿ�}�v �}�( �š�Z�� �š�Œ�µ���l ���v�� �o���šz2n+1 ���� �]�š�• �.�v���o �‰�}�•�]�Ÿ�}�v�X
�t�� �Œ���‹�µ�]�Œ�� �š�Z���š �š�Z�� �š�Œ�µ���l�[�• �š�}�µ�Œ ���� �� �o�}�}�‰�U �]�X���Xz2n+1 = z0�X �t�� �o���št0�U ���‹�µ���o�]�v�P �Ì���Œ�}�U ���� �š�Z�� �Ÿ�u�� ���š
�Á�Z�]���Z �š�Z�� �š�Œ�µ���l �•�š���Œ�š�• �]�š�• �o�}�}�‰ ���v�� �o���št2n+1 ���� �š�Z�� �Ÿ�u�� ���š �Á�Z�]���Z �š�Z�� �š�Œ�µ���l ���}�u�‰�o���š���• �]�š�• �o�}�}�‰�X

�>���š� : f 1; : : : ; ng ,! f 1; : : : ; 2ng �u���‰ ���µ�•�š�}�u���Œ �]�v�����Æi �š�} �š�Z�� �‰�o������ �}�( �š�Z���š ���µ�•�š�}�u���Œ�[�• �•�]�����r
�l�]���l �o���µ�v���Z ���À���v�š �]�v �š�Z�� �}�Œ�����Œ�]�v�P �}�( ���o�o �o���µ�v���Z ���v�� �‰�]���l�µ�‰ ���À���v�š�•�X �^�]�u�]�o���Œ�o�Ç �o���š� : f 1; : : : ; ng ,!
f 1; : : : ; 2ng �u���‰ ���µ�•�š�}�u���Œ �]�v�����Æi �š�} �š�Z�� �‰�o������ �}�( �š�Z���š ���µ�•�š�}�u���Œ�[�• �•�]�����l�]���l �‰�]���l�µ�‰ ���À���v�š �]�v �š�Z�� �}�Œ�r
�����Œ�]�v�P �}�( ���o�o �o���µ�v���Z ���v�� �‰�]���l�µ�‰ ���À���v�š�•�X �>���šF ���� �š�Z�� �•���š �}�( ���o�o �‰���]�Œ�• �}�( �u���‰�‰�]�v�P�•(�; � ) �š�Z���š �]�v���µ����
�� �À���o�]�� �•�]�����l�]���l �š�}�µ�Œ�X �d�Z�� ���}�v���]�Ÿ�}�v�• �(�}�Œ �]�v���o�µ�•�]�}�v �]�vF ���Œ��

� (i ) < � (i ) 8i 2 f 1; : : : ; ng �~�o���µ�v���Z���• �}�����µ�Œ �����(�}�Œ�� ���}�Œ�Œ���•�‰�}�v���]�v�P �‰�]���l�µ�‰�•�•

jf i : � (i ) < j gj � jf i : � (i ) < j gj � k 8j �~�v���À���Œ �u�}�Œ�� �š�Z���vk �•�]�����l�]���l�• �]�v �µ�•���•

�; � ���Œ�� �]�v�i�����Ÿ�À�� �~�� �o���µ�v���Z ���v�� �� �‰�]���l�µ�‰ �(�}�Œ �������Z ���µ�•�š�}�u���Œ�•

� (i ) 6= � (i 0) 8i; i 0 2 f 1; : : : ; ng: �~�}�v�� ���À���v�š �‰���Œ �‰�o������ �]�v �š�Z�� �}�Œ�����Œ�]�v�P�•

�d�Z�� �o���•�š �š�Á�} ���}�v���]�Ÿ�}�v�• �•���Ç �š�Z���š �š�Z�� �u���‰�•� ���v��� �Z���À�� �š�} �i�}�]�v�š�o�Ç �(�}�Œ�u �� ���]�i�����Ÿ�}�v �����š�Á�����vf 1; : : : ; ng
���v�� f 1; : : : ; 2ng �~�š�} ���� �‰�Œ�����]�•���U �š�Z�� �š�Á�} �u���‰�• �����š�µ���o�o�Ç �(�}�Œ�u �� ���]�i�����Ÿ�}�v �����š�Á�����v �š�Z�� �u�µ�o�Ÿ�•���š
f 1; : : : ; ng ] f 1; : : : ; ng ���v��f 1; : : : ; 2ng�U �Á�Z���Œ��] �����v�}�š���• �š�Z�� �u�µ�o�Ÿ�•���š �µ�v�]�}�v �€�ð�í�•�•�X

�d�Z���•�]�����l�]���l �‰�Œ�}���o���u�‰�Œ�}���o���u �]�• �š�Z���v �P�]�À���v ���Ç

minimize
x ;y ;z;t ;�;�

t2n+1 s:t: �~�^�<�í�•

t j � t j � 1 +
1
� 0

kzj � zj � 1k 8j 2 f 1; : : : ; 2n + 1g �~�í�•

t � ( i ) � t � ( i ) +
1
� 1

kx i � pi k +
1
� 1

kpi � yi k 8i 2 f 1; : : : ; ng �~�î�•

z� ( i ) = x i 8i 2 f 1; : : : ; ng

z� ( i ) = yi 8i 2 f 1; : : : ; ng

t0 = 0

z2n+1 = z0

(�; � ) 2 F ;

�í�ó



�d�Z�����^�•�]�����l�]���l�_���Œ�}�µ�š�]�v�P���‰���Œ�����]�P�u���(�}�Œ���s�D�d���Œ�����µ���š�]�}�v�����v�����]�u�‰�Œ�}�À���������������•�•�]���]�o�]�š�Ç��
��

�í�í��
��

�� ��

�~���• �~���•

�&�]�P�µ�Œ�� �ï�W �^�}�o�µ�Ÿ�}�v�• �š�} �š�Z�� �•�]�����l�]���l �‰�Œ�}���o���u �(�}�Œn = 30 ���µ�•�š�}�u���Œ�•�Uk = 3 �•�]�����l�]���l�•�U ���v�� �� �•�]�����l�]���l
�•�‰�������U� 1�U �š�Z���š �]�• �š�Á�]���� �š�Z�� �•�‰�������U� 0�U �}�( �š�Z�� �š�Œ�µ���l�X �d�Z�� �•�}�o�]�� �o�]�v�� �]�• �š�Z�� �š�Œ�µ���l �š�}�µ�Œ�V ���}�©���� �o�]�v���•
���Œ�� �š�Z�� �•�]�����l�]���l�•�[ �Œ�}�µ�š���•�V �š�Z�� �•�‹�µ���Œ�� �Œ���‰�Œ���•���v�š�• �š�Z�� �•�š���Œ�Ÿ�v�P ���v�� �.�v�]�•�Z�]�v�P �‰�}�]�v�š �}�( �š�Z�� �š�Œ�µ���l�X �/�v
�š�Z�� �.�P�µ�Œ�� �}�v �š�Z�� �o���L ���o�o �����o�]�À���Œ�]���• ���Œ�� �u������ ���Ç �š�Z�� �•�]�����l�]���l�• �~�W�Œ�}���o���u �^�<�í�•�X �/�v �š�Z�� �.�P�µ�Œ�� �}�v �š�Z��
�Œ�]�P�Z�š �š�Z�� �š�Œ�µ���l �]�• ���o�•�} ���o�o�}�Á���� �š�} �u���l�� �����o�]�À���Œ�]���• �~�W�Œ�}���o���u �^�<�î�•�X

�Á�Z���Œ�� �š�Z�� �}���i�����Ÿ�À�� �À���o�µ�� �]�• �š�Z�� �Ÿ�u�� ���š �Á�Z�]���Z �š�Z�� �š�Œ�µ���l ���}�u�‰�o���š���• �]�š�• �o�}�}�‰�U �~�í�• �����‰�š�µ�Œ���• �š�Z�� �Ÿ�u��
�v���������� �(�}�Œ �š�Z�� �š�Œ�µ���l �š�} �š�Œ���À���o �����š�Á�����v �o���µ�v���Z ���v�� �‰�]���l�µ�‰ �‰�}�]�v�š�•�U ���v�� �~�î�• �����‰�š�µ�Œ���• �š�Z�� �Ÿ�u�� �v����������
�(�}�Œ �� �•�]�����l�]���l �š�} �š�Œ���À���o �(�Œ�}�u �]�š�• �o���µ�v���Z �‰�}�]�v�š�U �š�} �� ���µ�•�š�}�u���Œ�U ���v�� �š�Z���v �š�} �]�š�• �‰�]���l�µ�‰ �‰�}�]�v�š�X

�d�} ���Æ�š���v�� �~�^�<�í�• �š�} �š�Z�� �����•�� �Á�Z���Œ�� �š�Z�� �š�Œ�µ���l �]�• �‰���Œ�u�]�©���� �š�} �À�]�•�]�š ���µ�•�š�}�u���Œ�•�U �•�}�u�� �������]�Ÿ�}�v���o
�v�}�š���Ÿ�}�v �]�• �Œ���‹�µ�]�Œ�����W

�����.�v�]�Ÿ�}�v �î�X�t�� �‰���Œ�Ÿ�Ÿ�}�v �š�Z�� �•���š �}�( ���µ�•�š�}�u���Œ�• �]�v�š�} �š�Á�} �•���š�•S � f 1; : : : ; ng�U �Œ���‰�Œ���•���v�Ÿ�v�P �š�Z�}�•��
���µ�•�š�}�u���Œ�• �À�]�•�]�š���� ���Ç �� �Z���o�‰���Œ�U ���v�� �]�š�• ���}�u�‰�o���u���v�šT = �S�U �Œ���‰�Œ���•���v�Ÿ�v�P �š�Z�}�•�� ���µ�•�š�}�u���Œ�• �À�]�•�]�š����
���Ç �š�Z�� �š�Œ�µ���l �~�š�Z���•�� �•���š�• ���Œ�� �}�‰�Ÿ�u�]�Ì���Ÿ�}�v �À���Œ�]�����o���• ���������µ�•�� �Á�� �����v ���Z�}�}�•�� �Á�Z�]���Z ���µ�•�š�}�u���Œ�• ���Œ��
�À�]�•�]�š���� ���Ç �š�Z�� �š�Œ�µ���l�•�X �d�Z�� �v�µ�u�����Œ �}�( ���À���v�š�• �]�• �v�}�Á ���‹�µ���o �š�}m := 2jSj + jT j ���������µ�•�� �� �š�Œ�µ���l
�À�]�•�]�Ÿ�v�P �� ���µ�•�š�}�u���Œ ���}�µ�v�š�• ���• �}�v�o�Ç �}�v�� ���À���v�š�X �d�Z�]�• �v�������•�•�]�š���š���• �� �š�Z�]�Œ�� �u���‰� : T ,! f 1; : : : ; mg�U
�]�v �������]�Ÿ�}�v �š�} �š�Z�� �u���‰�•�; � : S ,! f 1; : : : ; mg�X �>���šF ���� �š�Z�� �•���š �}�( ���o�o(�; �; � ) �š�Z���š �]�v���µ���� ��
�À���o�]�� �•�]�����l�]���l �š�}�µ�Œ�X �t�� �Z���À�� �š�Z�� �•���u�� ���}�v���]�Ÿ�}�v�• ���• �]�v �š�Z�� �‰�Œ���À�]�}�µ�• �‰�Œ�}���o���u �š�Z���š ���v�•�µ�Œ��� ���v��
� ���} �v�}�š �‰�]���l�µ�‰ �����(�}�Œ�� �o���µ�v���Z�]�v�P �}�Œ �µ�•�� �u�}�Œ�� �š�Z���vk �•�]�����l�]���l�•�X �/�v �������]�Ÿ�}�v�U �]�v �š�Z�]�• �����•�� �Á�� �u�µ�•�š
�Œ���‹�µ�]�Œ�� �š�Z���š �������Z �•�]�����l�]���l�r�À�]�•�]�š���� ���µ�•�š�}�u���Œ �Z���• �� �o���µ�v���Z ���v�� �� �‰�]���l�µ�‰ ���À���v�š ���v�� �������Z �š�Œ�µ���l�r�À�]�•�]�š����
���µ�•�š�}�u���Œ �Z���• �� �š�Œ�µ���l �À�]�•�]�š ���À���v�š�U �Á�]�š�Z �������Z �}�( �š�Z���•�� ���À���v�š�• �����]�v�P �u���‰�‰���� �š�} �� �µ�v�]�‹�µ�� �‰�o������ �]�v �š�Z��
�}�Œ�����Œ�]�v�P �}�( ���À���v�š�•�X �d�Z���š �]�•�U

�; � :S ,! f 1; : : : ; mg

� :T ,! f 1; : : : ; mg

� (S); � (S); � (T ) ���Œ�� �‰���]�Œ�Á�]�•�� ���]�•�i�}�]�v�š�X

�W�µ�š ���v�}�š�Z���Œ �Á���Ç�U �š�Z�� �u���‰�•� �U� �U ���v��� �Z���À�� �š�} �i�}�]�v�š�o�Ç �(�}�Œ�u �� ���]�i�����Ÿ�}�v �����š�Á�����vS [ T ���v��
f 1; : : : ; mg�~�š�} ���� �‰�Œ�����]�•���U �š�Z�� �š�Z�Œ���� �u���‰�• �����š�µ���o�o�Ç �(�}�Œ�u �� ���]�i�����Ÿ�}�v �����š�Á�����v �š�Z�� �u�µ�o�Ÿ�•���šS ]S [T
���v��f 1; : : : ; mg�•�X

�í�ô



�d�Z�����^�•�]�����l�]���l�_���Œ�}�µ�š�]�v�P���‰���Œ�����]�P�u���(�}�Œ���s�D�d���Œ�����µ���š�]�}�v�����v�����]�u�‰�Œ�}�À���������������•�•�]���]�o�]�š�Ç��
��

�í�í��
��

�� ���d�Z�� ���Æ�š���v�•�]�}�v �š�} �~�^�<�í�• �]�• �š�Z���v �� �v���š�µ�Œ���o �}�v���W

minimize
x ;y ;z;t ;�;�;�

tm+1 s:t: �~�^�<�î�•

t j +1 � t j +
1
� 0

kzj +1 � zj k 8j 2 f 1; : : : ; mg �~�ï�•

t � ( i ) � t � ( i ) +
1
� 1

(kx i � pi k + kpi � yi k) 8i 2 S �~�ð�•

z� ( i ) = x i 8i 2 S

z� ( i ) = yi 8i 2 S

z� ( i ) = pi 8i 2 T

t0 = 0

zm+1 = z0

(�; �; � ) 2 F ;

�Á�Z���Œ��S �]�• �����.�v���� ���• �š�Z�� ���}�u���]�v �}�(� ���v��� ���v��T �]�• �š�Z�� ���}�u���]�v �}�(� �X
�&�]�P�µ�Œ�� �ï �•�Z�}�Á�• ���Æ���u�‰�o���• �}�( �•�}�o�µ�Ÿ�}�v�• �š�} �š�Z�� �‰�Œ�}���o���u�• �����.�v���� �����}�À�� �(�}�Œ �ï�ì ���µ�•�š�}�u���Œ�• �Á�]�š�Z

�u�µ�o�Ÿ�‰�o�� �•�]�����l�]���l�• �š�Z���š ���Œ�� �(���•�š���Œ �š�Z���v �š�Z�� �š�Œ�µ���l�X

�ð �W�Œ���o�]�u�]�v���Œ�]���•

�,���À�]�v�P �����.�v���� �š�Á�} �À���Œ�]���v�š�• �}�( �•�]�����l�]���l �Œ�}�µ�Ÿ�v�P�U �Á�� �v�}�Á �š�µ�Œ�v �š�} �•�}�u�� �‰�Œ���o�]�u�]�v���Œ�Ç �Œ���•�µ�o�š�• �š�Z���š �Á�]�o�o
���� �µ�•���(�µ�o �]�v �}�µ�Œ ���v���o�Ç�•�]�• �}�( �š�Z���•�� �‰�Œ�}���o���u�•�X �d�Z�]�• �•�����Ÿ�}�v �‰�Œ���•���v�š�• ���Æ�]�•�Ÿ�v�P �Œ���•�µ�o�š�• �(�Œ�}�u �‰�Œ�]�}�Œ �Á�}�Œ�l
���• �Á���o�o ���• �•�}�u�� �������]�Ÿ�}�v���o ���v���o�Ç�•�]�• �}�( �}�µ�Œ �}�Á�v�X

�ð�X�í ���Æ�]�•�Ÿ�v�P �Œ���•�µ�o�š�• �(�Œ�}�u �Œ���o���š���� �Á�}�Œ�l

�d�Z�� �(�}�o�o�}�Á�]�v�P ���o���•�•�]�����o �š�Z���}�Œ���u�U �}�Œ�]�P�]�v���o�o�Ç �•�š���š���� �]�v �€�ï�• ���v�� �(�µ�Œ�š�Z���Œ �����À���o�}�‰���� �]�v �€�ò�ô�U �ò�õ�•�U �]�• �}�v�� �}�(
�š�Z�� �(�µ�v�����u���v�š���o �Œ���•�µ�o�š�• �}�( �š�Z�� ���}�v�Ÿ�v�µ�}�µ�• ���‰�‰�Œ�}�Æ�]�u���Ÿ�}�v �‰���Œ�����]�P�u�V �]�š �Œ���o���š���• �š�Z�� �o���v�P�š�Z �}�( �� �d�^�W
�š�}�µ�Œ �}�( �� �•���‹�µ���v���� �}�( �‰�}�]�v�š�• �š�} �š�Z�� ���]�•�š�Œ�]���µ�Ÿ�}�v �(�Œ�}�u �Á�Z�]���Z �š�Z���Ç �Á���Œ�� �•���u�‰�o�����W

�d�Z���}�Œ���u �ï�~���,�, �d�Z���}�Œ���u�•�X�^�µ�‰�‰�}�•�� �š�Z���šX 1; X 2; : : : �]�• �� �•���‹�µ���v���� �}�( �Œ���v���}�u �‰�}�]�v�š�• �]�X�]�X���X �������}�Œ���r
�]�v�P �š�} ���v �����•�}�o�µ�š���o�Ç ���}�v�Ÿ�v�µ�}�µ�• �‰�Œ�}�������]�o�]�š�Ç �����v�•�]�š�Ç �(�µ�v���Ÿ�}�vf �����.�v���� �}�v �� ���}�u�‰�����š �‰�o���v���Œ �Œ���P�]�}�v
R �X �d�Z���v �Á�]�š�Z �‰�Œ�}�������]�o�]�š�Ç �}�v���U �š�Z�� �o���v�P�š�ZTSP(X 1; : : : ; X n ) �}�( �š�Z�� �}�‰�Ÿ�u���o �š�Œ���À���o�o�]�v�P �•���o���•�u���v �š�}�µ�Œ
�š�Z�Œ�}�µ�P�Z ���o�oX i �[�• �•���Ÿ�•�.���•

lim
n!1

TSP(X 1; : : : ; X n )
p

n
= � �d�^�W

ZZ

R

q
f (x) dx

�Á�Z���Œ��� �d�^�W�]�• �� �‰�}�•�]�Ÿ�À�� ���}�v�•�š���v�š�X

���o�š�Z�}�µ�P�Z �š�Z�� ���Æ�����š �À���o�µ�� �}�(� �d�^�W�]�• �µ�v�l�v�}�Á�v�U �]�š �Z���• �������v �•�Z�}�Á�v �š�Z���š0:6250� � �d�^�W� 0:9204�V
�•���� �€�î�U �ï�•�X

�d�Z�� ���}�v�����‰�š �}�( ���•�µ���������]�Ÿ�À�� ���µ���o�]�������v �(�µ�v���Ÿ�}�v���o�Á���• �]�v�š�Œ�}���µ������ �]�v �€�ò�ô�•�U �Á�Z�]���Z �‰�Œ�}�À�]�����• �� �l���Ç
�]�v�•�]�P�Z�š �š�Z���š �Á�� �Á�]�o�o �µ�•�� �]�v �š�Z�]�• �Œ���‰�}�Œ�š�W
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�� �������.�v�]�Ÿ�}�v �ð�X�� �(�µ�v���Ÿ�}�vL(�) �(�Œ�}�u �š�Z�� �•���š �}�( �.�v�]�š�� �•�µ���•���š�• �}�(R2 �š�} �š�Z�� �v�}�v�r�v���P���Ÿ�À�� �Œ�����o �v�µ�u�r
�����Œ�• �]�• �•���]�� �š�} ���� ���u�}�v�}�š�}�v�� �•�µ���������]�Ÿ�À�� ���µ���o�]�������v �(�µ�v���Ÿ�}�v���o �}�vR2 �]�( �]�š �•���Ÿ�•�.���• �š�Z�� �(�}�o�o�}�Á�]�v�P
�‰�Œ�}�‰���Œ�Ÿ���•�W

�í�XL(; ) = 0 �X

�î�X�,�}�u�}�P���v���]�š�Ç�WL(�x 1; : : : ; �x n ) = �L (x1; : : : ; xn ) �(�}�Œ ���o�o �Œ�����o� > 0�X

�ï�X�d�Œ���v�•�o���Ÿ�}�v �]�v�À���Œ�]���v�����WL(x1 + x; : : : ; xn + x) = L(x1; : : : ; xn ) �(�}�Œ ���o�ox 2 R2�X

�ð�X�D�}�v�}�š�}�v�]���]�š�Ç�WL(x [ A) � L(A) �(�}�Œ ���v�Çx 2 R2 ���v�� �.�v�]�š�� �•�µ���•���šA � R2�X

�ñ�X�'���}�u���š�Œ�]�� �•�µ���������]�Ÿ�À�]�š�Ç�W �d�Z���Œ�� ���Æ�]�•�š�• �� ���}�v�•�š���v�šC > 0�U �•�µ���Z �š�Z���š �(�}�Œ ���o�o �‰�}�•�]�Ÿ�À�� �]�v�š���P���Œ�•
m; n ���v��f x1; : : : ; xng 2 [0; 1]2�U �Á�� �Z���À��

L(x1; : : : ; xn ) �
m2
X

i =1

L(f x1; : : : ; xng \ Qi ) + Cm

�Á�Z���Œ��f Qi g�U1 � i � m2 �]�• �š�Z�� �‰���Œ�Ÿ�Ÿ�}�v �}�([0; 1]2 �]�v�š�} �•�‹�µ���Œ���• �}�( �����P�� �o���v�P�š�Z1=m�X

���Æ���u�‰�o���• �}�( �•�µ���������]�Ÿ�À�� ���µ���o�]�������v �(�µ�v���Ÿ�}�v���o�• �]�v���o�µ���� �š�Z�� �d�^�W �š�}�µ�Œ ���v�� �š�Z�� �^�š���]�v���Œ �š�Œ�����X �d�Z��
�u�]�v�]�u�µ�u �•�‰���v�v�]�v�P �š�Œ�����U �š�Z�� �u�]�v�]�u�µ�u �u���š���Z�]�v�P�U ���v�� �š�Z�� �v�����Œ���•�š �v���]�P�Z���}�Œ �P�Œ���‰�Z ���Œ�� ���o�o � �̂��o�}�•���_
�š�} �����]�v�P �•�µ���������]�Ÿ�À�� ���µ���o�]�������v �(�µ�v���Ÿ�}�v���o�•�U ���µ�š �À�]�}�o���š�� �š�Z�� �u�}�v�}�š�}�v�]���]�š�Ç �Œ���‹�µ�]�Œ���u���v�š �~�š�Z�}�µ�P�Z �]�š
�š�µ�Œ�v�• �}�µ�š �š�Z���š �š�Z�]�• �����v �����•�]�o�Ç ���� �}�À���Œ���}�u�� �(�}�Œ ���o�o �Œ���o���À���v�š ���‰�‰�o�]�����Ÿ�}�v�•�•�X �d�Z�� �u�}�v�}�P�Œ���‰�Z�• �€�ò�õ�U �ô�ï�•
���Œ�� �����À�}�š���� �š�} �u�}�Œ�� �P���v���Œ���o �•���«�v�P�• �(�}�Œ �d�Z���}�Œ���u �ï�U �Á�]�š�Z �š�Z�� �u�}�•�š �‰�Œ�}�u�]�v���v�š �P���v���Œ���o�]�Ì���Ÿ�}�v �����]�v�P
�š�Z�� �(�}�o�o�}�Á�]�v�P�W

�d�Z���}�Œ���u �ñ�~�����•�]�� �š�Z���}�Œ���u �}�( �•�µ���������]�Ÿ�À�� ���µ���o�]�������v �(�µ�v���Ÿ�}�v���o�•�•�X�^�µ�‰�‰�}�•��L �]�• �� �u�}�v�}�š�}�v�� �•�µ���r
�������]�Ÿ�À�� ���µ���o�]�������v �(�µ�v���Ÿ�}�v���o �����.�v���� �}�vR2�X �/�( �š�Z�� �Œ���v���}�u �À���Œ�]�����o���•f X i g ���Œ�� �]�v�����‰���v�����v�š �Á�]�š�Z
�š�Z�� �µ�v�]�(�}�Œ�u ���]�•�š�Œ�]���µ�Ÿ�}�v �}�v[0; 1]2�U �š�Z���v �Á�]�š�Z �‰�Œ�}�������]�o�]�š�Ç �}�v���U �Á�� �Z���À��

L(X 1; : : : ; X n )
p

n
! � L

���•n ! 1 �U �Á�Z���Œ��� L � 0 �]�• �� ���}�v�•�š���v�š�X

�t�� ���}�v���o�µ���� �Á�]�š�Z �•�}�u�� �������]�Ÿ�}�v���o �‰�Œ�}���o���u �����.�v�]�Ÿ�}�v�• ���v�� ���}�v�À���Œ�P���v���� �Œ���•�µ�o�š�• �š�Z���š �Á�]�o�o ���o�•�}
�‰�Œ�}�À�� �l���Ç �š�} �}�µ�Œ ���v���o�Ç�•�]�•�W

�����.�v�]�Ÿ�}�v �ò�~�D�����]���v�• �W�Œ�}���o���u�•�X�'�]�À���v �� ���}�o�o�����Ÿ�}�v �}�( �‰�}�]�v�š�•x1; : : : ; xn �]�vR2 ���v�� �� �‰�}�•�]�Ÿ�À�� �]�v�š���P���Œ
p�U �š�Z�� �š�Z��p�r�u�����]���v�• �‰�Œ�}���o���u�]�• �P�]�À���v ���Ç

PMed(x1; : : : ; xn ; p) := min
S�f 1;:::;n g:jSj� p

nX

i =1

min
j 2S

kx i � x j k ;

�š�Z���š �]�•�U �š�Z�� �‰�Œ�}���o���u �}�( �•���o�����Ÿ�v�P �� �•�µ���•���šS � f 1; : : : ; ng �}�(�u�����]���v�‰�}�]�v�š�• �•�µ���Z �š�Z���šjSj � p�U �š�Z���š
�u�]�v�]�u�]�Ì���• �š�Z�� �•�µ�u �}�( �š�Z�� ���]�•�š���v�����• �(�Œ�}�u ���o�o �‰�}�]�v�š�• �š�} �š�Z���]�Œ �v�����Œ���•�š �u�����]���v�X

�î�ì
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�� �������.�v�]�Ÿ�}�v �ó�~�����o���v������ �D�����]���v�• �W�Œ�}���o���u�•�X�d�Z�������o���v������ �u�����]���v�• �‰�Œ�}���o���uBMed(x1; : : : ; xn ; d) �]�•
�� �(�µ�Œ�š�Z���Œ�r���}�v�•�š�Œ���]�v���� �À���Œ�]���Ÿ�}�v �}�( �š�Z��p�r�u�����]���v�• �‰�Œ�}���o���u�X �t�� �����v ���‹�µ�]�À���o���v�š�o�Ç ���Æ�‰�Œ���•�•p�r�u�����]���v�•
���• �š�Z�� �‰�Œ�}���o���u �}�( �•���o�����Ÿ�v�P �� �•���š �}�( �u�����]���v�•S � f 1; : : : ; ng ���v�� ���v ���•�•�]�P�v�u���v�š �}�( �š�Z�� �‰�}�]�v�š�•
x i �š�} �u�����]���v�• �•�µ���Z �š�Z���š �š�Z�� �•�µ�u �}�( �š�Z�� ���]�•�š���v�����• �(�Œ�}�u �š�Z�� �‰�}�]�v�š�• �š�} �š�Z���]�Œ ���•�•�]�P�v���� �u�����]���v�• �]�•
�u�]�v�]�u�]�Ì�����X �t�]�š�Z �v�} ���}�v�•�š�Œ���]�v�š �}�v �}�µ�Œ ���•�•�]�P�v�u���v�š �•���o�����Ÿ�}�v �Á�� �Z���À�� �š�Z���š �]�v �š�Z��p�r�u�����]���v�• �‰�Œ�}���o���u
�š�Z�� �}�‰�Ÿ�u���o ���•�•�]�P�v�u���v�š �(�}�Œ ���v�Ç �u�����]���v �•���š �]�• �•�]�u�‰�o�Ç �š�} ���•�•�]�P�v �� �‰�}�]�v�š �š�} �]�š�• �v�����Œ���•�š �u�����]���v�X �d�Z��
�����o���v������ �u�����]���v�• �‰�Œ�}���o���u �]�u�‰�}�•���• ���v �������]�Ÿ�}�v���o ���}�v�•�š�Œ���]�v�š �}�v �š�Z�� ���•�•�]�P�v�u���v�š �•���o�����Ÿ�}�v�U �v���u���o�Ç
�u�����]���vx j 2 S �����v �Z���À�� ���š �u�}�•�šd � 2 �v�}�v�r�u�����]���v �‰�}�]�v�š�• ���•�•�]�P�v���� �š�} �]�š�X �/�š �]�• �(�µ�Œ�š�Z���Œ �Œ���‹�µ�]�Œ����
�š�Z���š �������Z �u�����]���v �]�• ���•�•�]�P�v���� �š�} �]�š�•���o�(�X

�d�Z���š �]�•�U

BMed(x1; : : : ; xn ; d) := min
S�f 1;:::;n g: jSj= p

� :f 1;:::;n g7! S

nX

i =1

kx i � x � ( i )k; �~�ñ�•

�Á�Z���Œ��
p =

� n
d + 1

�

;

x � ( i ) �]�• �š�Z�� �u�����]���v ���•�•�]�P�v���� �š�} �‰�}�]�v�šx i �U ���v�� �(�}�Œ ���o�oj �•�µ���Z �š�Z���šj 2 S �Ux � ( j ) = x j ���v��x � ( i ) = x j

�(�}�Œ ���š �u�}�•�šd �}�( �š�Z��i 6= j �X

�d�Z�� �(�}�o�o�}�Á�]�v�P �Œ���•�µ�o�š �]�• ���µ�� �š�} �€�ô�ï�•�W

�d�Z���}�Œ���u �ô�~���•�Ç�u�‰�š�}�Ÿ�� ���}�v�À���Œ�P���v���� �}�( �š�Z�� �����o���v������ �u�����]���v�• �‰�Œ�}���o���u�•�X�d�Z�� �����o���v������ �u�����]���v�•
�‰�Œ�}���o���u �•���Ÿ�•�.���• �š�Z�� �•���u�� ���}�v�À���Œ�P���v���� ���• �]�v �d�Z���}�Œ���u �ñ�V �š�Z���š �]�•�U �]�(X 1; X 2; : : : �]�• �� �•���‹�µ���v����
�}�( �Œ���v���}�u �‰�}�]�v�š�• �]�X�]�X���X �������}�Œ���]�v�P �š�} ���v �����•�}�o�µ�š���o�Ç ���}�v�Ÿ�v�µ�}�µ�• �‰�Œ�}�������]�o�]�š�Ç �����v�•�]�š�Ç �(�µ�v���Ÿ�}�vf �����r
�.�v���� �}�v �� ���}�u�‰�����š �‰�o���v���Œ �Œ���P�]�}�vR ���v�� d � 2 �]�• �.�Æ�����U �š�Z���v �Á�]�š�Z �‰�Œ�}�������]�o�]�š�Ç �}�v���U �š�Z�� ���}�•�š
BMed(X 1; : : : ; X n ; d) �•���Ÿ�•�.���•

lim
n!1

BMed(X 1; : : : ; X n ; d)
p

n
= � BMed(d)

ZZ

R

q
f (x) dx

�Á�Z���Œ��� BMed(d) �����‰���v���• �}�v�o�Ç �}�vd�X

�ð�X�î �&�µ�Œ�š�Z���Œ �v�}�š���• �}�v �d�Z���}�Œ���u �ô

�d�Z�]�• �•�����Ÿ�}�v �����•���Œ�]�����• �� �o�}�Á���Œ ���}�µ�v�� �}�v �š�Z�� �(�µ�v���Ÿ�}�v� BMed(d) �(�Œ�}�u �d�Z���}�Œ���u �ô�X

�d�Z���}�Œ���u �õ�X�d�Z�� �(�µ�v���Ÿ�}�v� BMed(d) �•���Ÿ�•�.���•

� BMed(d) �

p
2d(3=2)

e
p

� (d + 1)
:

�d�Z���š �]�•�U �Á�]�š�Z �‰�Œ�}�������]�o�]�š�Ç �}�v���U

lim
n!1

BMed(X 1; : : : ; X n ; d)
p

n
�

p
2d(3=2)

e
p

� (d + 1)

ZZ

R

q
f (x) dx:

�W�Œ�}�}�(�X�^���� �^�����Ÿ�}�v �� �}�( �š�Z�� ���‰�‰���v���]�Æ�X
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�� ���ð�X�ï �Z���u���Œ�l �}�v �š�Z�� �µ�v���}�v�•�š�Œ���]�v����p�r�u�����]���v�• �‰�Œ�}���o���u

�/�v �������]�Ÿ�}�v �š�} �•���Œ�À�]�v�P ���• �� �µ�•���(�µ�o �u�}�����o ���o���u���v�š �(�}�Œ �u���v�Ç ���‰�‰�o�]�����Ÿ�}�v�•�U �š�Z�� �Œ���•�š�Œ�]���Ÿ�À�� ���•�•�µ�u�‰�Ÿ�}�v
�}�( ���}�µ�v������ �����P�Œ���� �}�( �� �u�����]���v �]�• �v�������•�•���Œ�Ç �]�v �}�Œ�����Œ �š�} ���Œ�Œ�]�À�� ���š �� ���Z���Œ�����š���Œ�]�Ì���Ÿ�}�v �}�( �š�Z�� �o�]�u�r
�]�Ÿ�v�P �����Z���À�]�}�Œ �}�( �š�Z�� �u�����]���v�• �‰�Œ�}���o���u �(�}�Œ �� �P���v���Œ���o ���}�v�Ÿ�v�µ�}�µ�• �����u���v�� ���]�•�š�Œ�]���µ�Ÿ�}�v�X �,�}�Á���À���Œ�U
�(�}�Œ�µ�v�]�(�}�Œ�u�o�Ç���]�•�š�Œ�]���µ�š���� �����u���v���U �,�}���Z�����µ�u ���v�� �^�š�����o�� �€�ï�í�• �‰�Œ�}�À�]���� �� ���}�v�À���Œ�P���v���� �Œ���•�µ�o�š �(�}�Œ
�š�Z�� �µ�v���}�µ�v������p�r�u�����]���v�• �‰�Œ�}���o���u �}�( �����.�v�]�Ÿ�}�v �ò�X �d�Z���Ç �v������ �}�v�o�Ç ���•�•�µ�u�� �š�Z���š �š�Z�� �v�µ�u�����Œ �}�(
�u�����]���v�•�Up�U �P�Œ�}�Á�• �o�]�v�����Œ�o�Ç �]�vn�X �d�Z���š �]�•�U �,�}���Z�����µ�u ���v�� �^�š�����o�� �•�Z�}�Á �š�Z�� �(�}�o�o�}�Á�]�v�P�X

�d�Z���}�Œ���u �í�ì�~���•�Ç�u�‰�š�}�Ÿ�� ���}�v�À���Œ�P���v���� �}�( �š�Z��p�r�u�����]���v�• �‰�Œ�}���o���u�•�X�/�(X 1; X 2; : : : �]�• �� �•���‹�µ���v���� �}�(
�‰�}�]�v�š�• �]�X�]�X���X �µ�v�]�(�}�Œ�u �}�v[0; 1]2 �š�Z���v �(�}�Œ ���v�Ç� 2 (0; 1)�U �Á�]�š�Z �‰�Œ�}�������]�o�]�š�Ç �}�v�� �š�Z�� ���}�•�š
PMed(X 1; : : : ; X n ; b�n c) �•���Ÿ�•�.���•

lim
n!1

PMed(X 1; : : : ; X n ; b�n c)
p

n
= � PMed(� );

�Á�Z���Œ��� PMed(� ) �����‰���v���• �}�v�o�Ç �}�v� �X

�d�Z�]�• �Œ���•�µ�o�š ���}���• �v�}�š �‰�Œ�}�À�]���� �]�v�(�}�Œ�u���Ÿ�}�v ���}�v�����Œ�v�]�v�P �š�Z�� �À���o�µ�� �}�(� PMed�U ���v�� �š�Z�� ���µ�š�Z�}�Œ�• �v�}�š��
�š�Z���š �š�Z�� �‹�µ���•�Ÿ�}�v �}�( �����š���Œ�u�]�v�]�v�P ���Æ�����š �À���o�µ���• �}�( �•�µ���Z �� ���}�v�•�š���v�š �]�• �^�µ�•�µ���o�o�Ç �Z�}�‰���o���•�•�X�_ �d�Z�}�µ�P�Z �]�š
�Á�]�o�o �v�}�š ���� �v�������•�•���Œ�Ç �(�}�Œ �}�µ�Œ ���v���o�Ç�•�]�• �}�( �š�Z�� �•�]�����l�]���l �‰�Œ�}���o���u�U �Á�� �v�}�š�� �š�Z���š ���Ç ���‰�‰�o�Ç�]�v�P �š�Z�� �•���u��
���Œ�P�µ�u���v�š �µ�•���� �]�v �‰�Œ�}�À�]�v�P �d�Z���}�Œ���u �õ �Á�� �����v �}���š���]�v �� �o�}�Á���Œ ���}�µ�v�� �(�}�Œ� PMed ���• �� �•�]���� ���}�v�•���r
�‹�µ���v�����X

�d�Z���}�Œ���u �í�í�X�d�Z�� �(�µ�v���Ÿ�}�v� PMed(� ) �•���Ÿ�•�.���•

� PMed(� ) �

p
2(1 � � )3=2

e
p

��
:

�d�Z���š �]�•�U �]�(X 1; X 2; : : : �]�• �� �•���‹�µ���v���� �}�( �‰�}�]�v�š�• �]�X�]�X���X �µ�v�]�(�}�Œ�u�o�Ç �}�v[0; 1]2 �š�Z���v �(�}�Œ ���v�Ç� 2 (0; 1) �š�Z���v
�Á�]�š�Z �‰�Œ�}�������]�o�]�š�Ç �}�v���U

lim
n!1

PMed(X 1; : : : ; X n ; b�n c)
p

n
�

p
2(1 � � )3=2

e
p

��
:

�ñ �� ���}�v�Ÿ�v�µ�}�µ�• ���‰�‰�Œ�}�Æ�]�u���Ÿ�}�v ���v���o�Ç�•�]�•

�d�Z�]�• �•�����Ÿ�}�v �����•���Œ�]�����• �� ���}�v�Ÿ�v�µ�}�µ�• ���‰�‰�Œ�}�Æ�]�u���Ÿ�}�v ���v���o�Ç�•�]�• �}�( �š�Z�� �•�]�����l�]���l �Œ�}�µ�Ÿ�v�P �‰�Œ�}���o���u�• �~�^�<�í�•
���v�� �~�^�<�î�•�X

�ñ�X�í �E���]�À�� ���•�Ç�u�‰�š�}�Ÿ�� ���v���o�Ç�•�]�•

�Z���o�Ç�]�v�P �•�}�o���o�Ç �}�v �d�Z���}�Œ���u �ñ�U �Á�� �����v �}���š���]�v �š�Z�� �(�}�o�o�}�Á�]�v�P �‰���Œ�Ÿ���o ���Z���Œ�����š���Œ�]�Ì���Ÿ�}�v �}�( �š�Z�� ���•�Ç�u�‰�š�}�Ÿ��
�����Z���À�]�}�Œ �}�( ���}�š�Z �‰�Œ�}���o���u�• �~�^�<�í�• ���v�� �~�^�<�î�•�X

���o���]�u�í�î�X�&�}�Œ �.�Æ���� �À���o�µ���• �}�(k�U� 0�U ���v��� 1�U �o���šT(p1; : : : ; pn ) �����v�}�š�� �š�Z�� �}�‰�Ÿ�u���o �}���i�����Ÿ�À�� �À���o�µ��
�}�( �‰�Œ�}���o���u �~�^�<�í�•�X �d�Z���v �]�( �š�Z�� ���µ�•�š�}�u���Œ �‰�}�]�v�š�•pi ���}�v�•�]�•�š �}�( �Œ���v���}�u �•���u�‰�o���•Pi �]�v�����‰���v�����v�š�o�Ç

�î�î



�d�Z�����^�•�]�����l�]���l�_���Œ�}�µ�š�]�v�P���‰���Œ�����]�P�u���(�}�Œ���s�D�d���Œ�����µ���š�]�}�v�����v�����]�u�‰�Œ�}�À���������������•�•�]���]�o�]�š�Ç��
��

�í�í��
��

�� �����Œ���Á�v �(�Œ�}�u �� �µ�v�]�(�}�Œ�u ���]�•�š�Œ�]���µ�Ÿ�}�v �}�v �š�Z�� �µ�v�]�š �•�‹�µ���Œ���U �š�Z���v �š�Z���Œ�� ���Æ�]�•�š�• �� �v�}�v�r�v���P���Ÿ�À�� ���}�v�•�š���v�š
c�^�<�í= c�^�<�í(k; � 0; � 1) �•�µ���Z �š�Z���š

T(P1; : : : ; Pn )
p

n
! c�^�<�í

�Á�]�š�Z �‰�Œ�}�������]�o�]�š�Ç �}�v�� ���•n ! 1 �X �d�Z�� �•���u�� �•�š���š���u���v�š �Z�}�o���• �Á�Z���vT(�) �]�• �š�Z�� �}�‰�Ÿ�u���o �}���i�����Ÿ�À��
�À���o�µ�� �}�( �‰�Œ�}���o���u �~�^�<�î�•�U �Á�]�š�Z �� ���]�+���Œ���v�š ���}�v�•�š���v�šc�^�<�î� c�^�<�í�X

�W�Œ�}�}�(�X�d�Z�]�• �(�}�o�o�}�Á�• �]�u�u�����]���š���o�Ç �(�Œ�}�u �d�Z���}�Œ���u �ñ ���������µ�•�� �]�š �]�• ���v�Ÿ�Œ���o�Ç �•�š�Œ���]�P�Z�ž�}�Œ�Á���Œ�� �š�} �À���Œ�]�(�Ç
�š�Z���šT(�) �]�• �� �u�}�v�}�š�}�v�� �•�µ���������]�Ÿ�À�� ���µ���o�]�������v �(�µ�v���Ÿ�}�v���o ���• �����.�v���� �]�v �����.�v�]�Ÿ�}�v �ð�X

���o���]�u �í�î �����•���Œ�]�����• �š�Z�� �•�����o�]�v�P �����Z���À�]�}�Œ �}�( �}�µ�Œ �‰�Œ�}���o���u ���•n ! 1 �U �v���u���o�Ç �š�Z���š �š�Z�� ���}�•�š
�•�����o���• �‰�Œ�}�‰�}�Œ�Ÿ�}�v���o�o�Ç �š�}

p
n�U ���µ�š �]�š �š���o�o�• �µ�• �v�}�š�Z�]�v�P �����}�µ�šc�^�<�í�~�}�Œc�^�<�î�•�X �&�}�Œ ���Æ���u�‰�o���U �]�š �]�• �}���À�]�}�µ�•

�š�Z���š ���}�š�Z ���Œ�� �������Œ�����•�]�v�P �Á�]�š�Z �Œ���•�‰�����š �š�} �š�Z�� �š�Z�Œ���� �.�Æ���� �‰���Œ���u���š���Œ�•� 0�U� 1�U ���v��k �~�•�]�v���� �u���l�]�v�P
�š�Z�]�v�P�• �(���•�š���Œ �}�Œ �]�v���Œ�����•�]�v�P �š�Z�� �v�µ�u�����Œ �}�( �Z���o�‰���Œ�• �����v �}�v�o�Ç �]�u�‰�Œ�}�À�� ���8���]���v���Ç�•�U ���v�� �Œ�}�µ�Ÿ�v�� �•�����o�]�v�P
���Œ�P�µ�u���v�š�• ���•�š�����o�]�•�Z �š�Z���šc�^�<�í(k; � 0; � 1) = � 0c�^�<�í(k; 1; � 1=� 0) �(�}�Œ ���o�ok; � 0; � 1 �~���v�� �•�]�u�]�o���Œ�o�Ç �(�}�Œ
c�^�<�î�•�X �t�� �����À�}�š�� �š�Z�� �Œ���u���]�v�����Œ �}�( �š�Z�]�• �•�����Ÿ�}�v �š�} �� �u�}�Œ�� �‰�Œ�����]�•�� ���v���o�Ç�•�]�• �}�(c�^�<�í���v��c�^�<�î�X

�ñ�X�î �� �o�}�Á���Œ ���}�µ�v�� �(�}�Œ �~�^�<�î�•

�K�( ���}�µ�Œ�•���U �‰�Œ�}���o���u �~�^�<�î�• �]�• �]�š�•���o�( �� �o�}�Á���Œ ���}�µ�v�� �}�( �~�^�<�í�• ���Ç ���}�v�•�š�Œ�µ���Ÿ�}�v�U �•�} �]�š �Á�]�o�o �•�µ�8���� �š�} ���}�v�r
�•�]�����Œ �~�^�<�î�• �}�v�o�Ç�X

�t�� �����Œ�]�À�� �� �o�}�Á���Œ ���}�µ�v�� �(�}�Œ �~�^�<�î�• �]�v �š���Œ�u�• �}�( �š�Z�� �d�Œ���À���o�]�v�P �^���o���•�u���v �š�}�µ�Œ ���v�� �•�}�o�µ�Ÿ�}�v �š�} ��
���}�µ�v������ �D�����]���v�• �W�Œ�}���o���u �}�v �š�Z��pi �X

�>���u�u�� �í�ï�X�>���šTn �����v�}�š�� �š�Z�� �}�‰�Ÿ�u���o �}���i�����Ÿ�À�� �À���o�µ�� �(�}�Œ �W�Œ�}���o���u �~�^�<�î�•�X �t�� �Z���À��

�í�XTSP(p1; : : : ; pn ) � (� 0 + k� 1)Tn

�î�XBMed(p1; : : : ; pn ; d) � (d� 0 + k� 1)Tn �(�}�Œ ���o�od � 2�X

�W�Œ�}�}�(�X�&�}�Œ �š�Z�� �.�Œ�•�š ���o���]�u�U �Á�� �����v ���}�v�•�š�Œ�µ���š �� �d�^�W �•�}�o�µ�Ÿ�}�v �(�Œ�}�u �š�Z�� �~�^�<�î�• �•�}�o�µ�Ÿ�}�v ���• �(�}�o�o�}�Á�•�X ���}�v�r
�•�]�����Œ ���v �}�‰�Ÿ�u���o �•�}�o�µ�Ÿ�}�v(x; y; z; t ; �; �; �; S; T ) �š�} �~�^�<�î�•�X �&�}�Œ �������Zi 2 S �U �š�Z�� �•���š �}�( ���µ�•�š�}�u���Œ�•
�À�]�•�]�š���� ���Ç �š�Z�� �•�]�����l�]���l�•�U �o���š

ui := argmin
u2f x i ;yi g

jju � pi jj ;

�š�Z���š �]�•ui �]�• �š�Z�� ���o�}�•���Œ �š�} �š�Z�� ���µ�•�š�}�u���Œ �}�( �]�š�• �•�]�����l�]���l �o���µ�v���Z ���v�� �‰�]���l�µ�‰ �‰�}�]�v�š�•�X �&�}�Œ �������Zi 2 T �o���š

ui := pi :

�t�� �š�Z���v ���}�v�•�š�Œ�µ���š �� �d�^�W �š�}�µ�Œ �}�( �š�Z�� �‰�}�]�v�š�• ���• �(�}�o�o�}�Á�•�X �>���š �š�Z�� �š�}�µ�Œ �(�}�o�o�}�Á �š�Z�� �‰���š�Z �}�( �š�Z�� �š�Œ�µ���l�U
�À�]�•�]�Ÿ�v�P �š�Z�� ���µ�•�š�}�u���Œ�• �]�vT ���o�}�v�P �š�Z�� �š�}�µ�Œ�X �t�Z���v���À���Œ �Á�� �Œ�������Z �}�v�� �}�( �š�Z��ui �(�}�Œi 2 S �U �o���š �š�Z�� �š�}�µ�Œ
�š�Œ���À���o �(�Œ�}�uui �š�}pi ���v�� �������l�U �š�Z���v ���}�v�Ÿ�v�µ�� ���o�}�v�P �š�Z�� �š�Œ�µ���l �‰���š�Z�X �/�š �]�• ���o�����Œ �š�Z���š �š�Z�� �o���v�P�š�Z ����������
�š�} �}�µ�Œ �d�^�W �š�}�µ�Œ ���}�u�]�v�P �(�Œ�}�u �š�Z�� �š�Œ�µ���l�[�• �Œ�}�µ�š�� �]�• �o���•�• �š�Z���v �}�Œ ���‹�µ���o �š�}� 0Tn �U �š�Z�� �š�Œ�µ���l�[�• �•�‰������ �Ÿ�u���•
�š�} �š�}�š���o �Ÿ�u�� �(�}�Œ �}�µ�Œ �•�]�����l�]���l �š�}�µ�Œ�X

�d�} ���}�µ�v�� �š�Z�� �o���v�P�š�Z �(�Œ�}�u �À�]�•�]�Ÿ�v�P �‰�}�]�v�š�• �]�vS �Á�� �o���šPj ���� �š�Z�� �•���š �}�( �‰�}�]�v�š�• �À�]�•�]�š���� ���Ç �•�]�����l�]���l
j �X �d�Z���v

Tn �
1
� 1

X

i :pi 2 Pj

jj x i � pi jj + jjpi � yi jj 8 j 2 f 1; : : : ; kg:

�î�ï



�d�Z�����^�•�]�����l�]���l�_���Œ�}�µ�š�]�v�P���‰���Œ�����]�P�u���(�}�Œ���s�D�d���Œ�����µ���š�]�}�v�����v�����]�u�‰�Œ�}�À���������������•�•�]���]�o�]�š�Ç��
��

�í�í��
��

�� ���d�Z���š �]�• �š�Z�� �š�}�š���o �•�]�����l�]���l �š�}�µ�Œ �Ÿ�u�� ���Æ���������• �š�Z�� �Ÿ�u�� ���v�Ç �P�]�À���v �•�]�����l�]���l �š�Œ���À���o�•�X ���]�À�]���]�v�P ���Ç �š�Z��
�����}�À�� ���Çk ���v�� �•�µ�u�u�]�v�P �}�À���Œ ���o�oj �Ç�]���o���•

Tn �
1

k� 1

X

i 2S

jj x i � pi jj + jjpi � yi jj

�
2

k� 1

X

i 2S

jjui � pi jj :

�d�Á�]���� �š�Z�� �•�µ�u �}�( �š�Z��jjui � pi jj �]�• �‰�Œ�����]�•���o�Ç �Á�Z���š �Á�� ������ �š�} �}�µ�Œ �d�^�W �š�}�µ�Œ �š�} �À�]�•�]�šS�X �d�Z�µ�• �š�Z��
���}�v�š�Œ�]���µ�Ÿ�}�v �}�( �š�Z�]�• �‰���Œ�š �}�( �}�µ�Œ �d�^�W �š�}�µ�Œ �]�• ���}�µ�v������ ���Çk� 1Tn �X �������]�v�P �š�}�P���š�Z���Œ �}�µ�Œ �š�Œ�µ���l ���v��
�•�]�����l�]���l �‰�]�������• �}�( �š�Z�� �d�^�W �š�}�µ�Œ ���v�� ���‰�‰�o�Ç�]�v�P �š�Z�� �š�Œ�]���v�P�o�� �]�v���‹�µ���o�]�š�Ç �P�]�À���• �š�Z�� �Œ���•�µ�o�š�X

�&�}�Œ �š�Z�� �•�����}�v�� ���}�µ�v�� �Á�� �����v ���}�v�•�š�Œ�µ���š �� �����o���v������ �u�����]���v �•�}�o�µ�Ÿ�}�v �(�Œ�}�u �š�Z�� �~�^�<�î�• �•�}�o�µ�Ÿ�}�v
���• �(�}�o�o�}�Á�•�X �d�Z�]�v�l �}�( �š�Z�� �š�Œ�µ���l ���• ���}�u�‰�o���Ÿ�v�P �� �š�}�µ�Œ �}�v �}�µ�Œui �����.�v���� ���• �����}�À���X �'�Œ�}�µ�‰ ���À���Œ�Ç
d + 1 �}�( �š�Z�� ���µ�•�š�}�u���Œ �‰�}�]�v�š�• ���•�•�}���]���š���� �Á�]�š�Z �š�Z��ui ���o�}�v�P �š�Z�]�• �š�}�µ�Œ ���v�� ���Z�}�}�•�� ���• �š�Z���]�Œ �u�����]���v
�š�Z�� �‰�}�]�v�š �Á�Z�]���Z �]�• ���o�}�•���•�š �š�} �š�Z�� �š�}�µ�Œ�X �d�Z�]�• ���}�v�•�š�Œ�µ���Ÿ�}�v �]�• �‰�]���š�µ�Œ���� �]�v �&�]�P�µ�Œ�� �ñ�X ���Ç �š�Z�� �š�Œ�]���v�P�o��
�]�v���‹�µ���o�]�š�Ç�U �š�Z�� ���]�•�š���v���� �(�Œ�}�u �� �‰�}�]�v�š �š�} �]�š�• ���•�•�]�P�v���� �u�����]���v �]�• �o���•�• �š�Z���v �}�Œ ���‹�µ���o �š�} �š�Z�� ���]�•�š���v����
�}�( �š�Œ���À���o�]�v�P �(�Œ�}�u �š�Z���š �‰�}�]�v�š �š�} �]�š�• ���}�Œ�Œ���•�‰�}�v���]�v�Pui �U �š�Z���v �š�Œ���À���o�]�v�P ���o�}�v�P �š�Z�� �š�Œ�µ���l �š�}�µ�Œ �š�} �š�Z��
�u�����]���v�[�• ���}�Œ�Œ���•�‰�}�v���]�v�Pui �U �š�Z���v �š�Œ���À���o�]�v�P �}�µ�š �š�} �š�Z�� ���•�•�]�P�v���� �u�����]���v�X �d�Z�� ���}�•�š �}�( �š�Z�]�• �����o���v������
�u�����]���v�• �•�}�o�µ�Ÿ�}�v�U �]�X���X �•�µ�u �}�( �š�Z���•�� ���]�•�š���v�����•�U �]�• �š�Z���v �o���•�• �š�Z���v �}�Œ ���‹�µ���o �š�} �š�Z�� �•�µ�u �}�( �š�Z�� ���]�•�š���v�����•
�(�Œ�}�u �š�Z�� �v�}�v�r�u�����]���v �‰�}�]�v�š�• �š�} �š�Z���]�Œ ���}�Œ�Œ���•�‰�}�v���]�v�Pui �U �‰�o�µ�•d �Ÿ�u���• �š�Z�� �o���v�P�š�Z �}�( �š�Z�� �š�}�µ�Œ �}�( �š�Z��
ui �U �‰�o�µ�• �š�Z�� �•�µ�u�U �}�À���Œ ���o�o �u�����]���v�•�U �}�(d �Ÿ�u���• �š�Z�� ���]�•�š���v���� �(�Œ�}�u �š�Z�� �u�����]���v�[�• ���}�Œ�Œ���•�‰�}�v���]�v�Pu �š�}
�š�Z�� �u�����]���v�X ���Ç �}�µ�Œ �•���o�����Ÿ�}�v �}�( �š�Z�� �u�����]���v�• �]�š �]�• ���o�����Œ �š�Z���š �š�Z�]�• �o���•�š �•�µ�u �]�• �o���•�• �š�Z���v �}�Œ ���‹�µ���o �š�} �š�Z��
�•�µ�u �}�( ���o�o �}�( �š�Z�� ���]�•�š���v�����• �(�Œ�}�u �v�}�v�r�u�����]���v �‰�}�]�v�š�• �š�} �š�Z���]�Œ ���}�Œ�Œ���•�‰�}�v���]�v�Pu�X �d�Z���v�U �v�}�Ÿ�v�P �}�v����
���P���]�v �š�Z���š

� 0Tn � �š�Œ�µ���l �š�}�µ�Œ �}�( �š�Z��ui ;
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k� 1

2
� Tn �

X

i 2S

jjui � pi jj

=
nX
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jjui � pi jj ; �~ui = pi �(�}�Œi 2 T �•

�š�Z�� �o���v�P�š�Z �}�( �š�Z�� ���}�µ�v������ �u�����]���v�• �•�}�o�µ�Ÿ�}�v �]�• �o���•�• �š�Z���v �}�Œ ���‹�µ���o �š�}
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�ñ�X�ï ���v �µ�‰�‰���Œ ���}�µ�v�� �(�}�Œ �~�^�<�í�•

�d�} ���}�µ�v�� �š�Z�� �}���i�����Ÿ�À�� �À���o�µ�� �}�( �~�^�<�í�•�U �Á�� �����•���Œ�]���� �� �•�]�u�‰�o�� �^�Ì�]�P�r�Ì���P�P�]�v�P�_ �Z���µ�Œ�]�•�Ÿ�� �]�v �š�Z�� �µ�v�]�š
�•�‹�µ���Œ���W
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�&�]�P�µ�Œ�� �ð�W ���}�v�•�š�Œ�µ���Ÿ�v�P �� �d�^�W �•�}�o�µ�Ÿ�}�v �(�Œ�}�u �� �•�}�o�µ�Ÿ�}�v �š�} �‰�Œ�}���o���u �~�^�<�î�•�X �d�Z�� �Z�}�Œ�]�Ì�}�v�š���o �o�]�v��
�Œ���‰�Œ���•���v�š�• �š�Z�� �š�}�µ�Œ �}�( �š�Z��ui �]�v �š�Z�� �~�^�<�î�• �•�}�o�µ�Ÿ�}�v�X �t�� �(�}�o�o�}�Á �š�Z�� �š�}�µ�Œ�U �š�Œ���À���o�]�v�P �(�Œ�}�uui �š�}pi

���v�� �������l �(�}�Œ �������Zi 2 S �X �/�(Tn �]�• �š�Z�� ���}�•�š �}�( �š�Z�� �‰�Œ�}���o���u �~�^�<�î�• �•�}�o�µ�Ÿ�}�v �š�Z���v �š�Z�� �š�}�š���o ���}�•�š �}�( �š�Z��
�Œ���•�µ�o�Ÿ�v�P �d�^�W �•�}�o�µ�Ÿ�}�v �]�• �o���•�• �š�Z���v �}�Œ ���‹�µ���o �š�}(� 0 + k� 1)Tn �X

�&�]�P�µ�Œ�� �ñ�W ���}�v�•�š�Œ�µ���Ÿ�v�P �� �����o���v������ �u�����]���v�• �•�}�o�µ�Ÿ�}�v �(�Œ�}�u �� �•�}�o�µ�Ÿ�}�v �š�} �‰�Œ�}���o���u �~�^�<�î�•�X �d�Z�� �Z�}�Œ�]�r
�Ì�}�v�š���o �o�]�v�� �Œ���‰�Œ���•���v�š�• �š�Z�� �š�}�µ�Œ �}�( �š�Z��ui �]�v �š�Z�� �~�^�<�î�• �•�}�o�µ�Ÿ�}�v�X �,���Œ�� �Á�� ���Z�}�}�•��d = 4 ���v�� �P�Œ�}�µ�‰
���À���Œ�Ç �ñ �‰�}�]�v�š�• ���o�}�v�P �š�Z�� �š�}�µ�Œ�X �t�� ���Z�}�}�•�� ���• �š�Z�� �u�����]���v �(�}�Œ �š�Z���•�� �ñ �‰�}�]�v�š�• �š�Z�� �‰�}�]�v�š �Á�Z�]���Z �]�•
���o�}�•���•�š �š�} �š�Z�� �š�}�µ�Œ�X �h�•�]�v�P �š�Z�� �‰���š�Z�• �‰�]���š�µ�Œ�����U �]�š �]�• ���o�����Œ �š�Z���š �š�} ���}�v�v�����š ���o�o �‰�}�]�v�š�• �š�} �š�Z���]�Œ �u�����]���v�•
�Á�� �v������ �š�Œ���À���o ���š �u�}�•�šd �Ÿ�u���• �š�Z�� �o���v�P�š�Z �}�( �š�Z�� �š�Œ�µ���l �š�}�µ�Œ �‰�o�µ�• �š�Á�]���� �š�Z�� �š�}�š���o ���]�•�š���v���� �(�Œ�}�u
�š�Z�� �‰�}�]�v�š�• �š�} �š�Z���]�Œui �X �/�(Tn �]�• �š�Z�� ���}�•�š �}�( �š�Z�� �‰�Œ�}���o���u �~�^�<�î�• �•�}�o�µ�Ÿ�}�v �š�Z���v �š�Z�� �š�}�š���o ���}�•�š �}�( �š�Z��
�Œ���•�µ�o�Ÿ�v�P ���}�µ�v������ �D�����]���v�• �•�}�o�µ�Ÿ�}�v �]�• �o���•�• �š�Z���v �}�Œ ���‹�µ���o �š�}(d� 0 + k� 1) Tn �X
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�~���• �/�v�‰�µ�š

h

�~���• �K�µ�š�‰�µ�š

�&�]�P�µ�Œ�� �ò�W �d�Z�� �š�}�µ�Œ �����•���Œ�]������ �]�v �>���u�u�� �í�ð�U ���•�•�µ�u�]�v�Pk = 3�X

�>���u�u�� �í�ð�X�&�}�Œ �.�Æ����� 0�U� 1�U ���v��k ���v�� �‰�}�]�v�š�•p1; : : : ; pn �o�Ç�]�v�P �]�v �š�Z�� �µ�v�]�š �•�‹�µ���Œ���U �š�Z���Œ�� ���Æ�]�•�š�• ��
�Œ�}�µ�Ÿ�v�P �•�š�Œ���š���P�Ç �(�}�Œ �‰�Œ�}���o���u �~�^�<�í�• �Á�Z�}�•�� �Ÿ�u�� �š�} ���}�u�‰�o���Ÿ�}�vT(p1; : : : ; pn ) �•���Ÿ�•�.���•

T(p1; : : : ; pn ) �
2
p

3
p

� 0� 1k
�
p

n + C

�Á�Z���Œ��C �]�• �� ���}�v�•�š���v�š �š�Z���š �����‰���v���• �}�v�o�Ç �}�v� 0�U� 1�U ���v��k�X

�W�Œ�}�}�(�X���•�•�µ�u�� �Á�]�š�Z�}�µ�š �o�}�•�• �}�( �P���v���Œ���o�]�š�Ç �š�Z���š� 0 = 1 ���v�� ���]�À�]���� �š�Z�� �µ�v�]�š �•�‹�µ���Œ�� �]�v�š�} �•�š�Œ�]�‰�• �}�(
�Z���]�P�Z�šh =

q
3� 1k=n �~�š�Z���Œ�� �u���Ç ���� �}�v�� �•�š�Œ�]�‰ �Á�Z�}�•�� �Z���]�P�Z�š �]�• �o���•�• �š�Z���v �š�Z�]�• ���µ�� �š�} �Œ�}�µ�v���]�v�P�•�X

�d�Z���Œ�� ���Œ��m =
l q

n=(3� 1k)
m

�
q

n=(3� 1k) + 1 �•�µ���Z �•�š�Œ�]�‰�•�X �&�µ�Œ�š�Z���Œ �•�µ�����]�À�]���� �������Z �•�š�Œ�]�‰ �]�v�š�}
�Œ�����š���v�P�o���• �•�} �š�Z���š �������Z �Œ�����š���v�P�o�� �~���Æ�����‰�š �‰�}�•�•�]���o�Ç �š�Z�� �Œ�]�P�Z�š�u�}�•�š �]�v �������Z �•�š�Œ�]�‰�• ���}�v�š���]�v�•k �‰�}�]�v�š�•�X
�d�Z���Œ�� ���Œ�� ���š �u�}�•�šm+ n=k �Œ�����š���v�P�o���• �]�v �š�}�š���o�X �&�]�v���o�o�Ç�U ���}�v�•�š�Œ�µ���š �� �š�}�µ�Œ �(�}�Œ �š�Z�� �š�Œ�µ���l ���v�� ���o�o �Z���o�‰���Œ�•
���Ç �š�Œ���À���Œ�•�]�v�P �������Z �Œ�����š���v�P�o�� �š�Z�Œ���� �Ÿ�u���•�U �Œ���o�����•�]�v�P �š�Z�� �Z���o�‰���Œ�• �}�v �š�Z�� �.�Œ�•�š �š�Œ���À���Œ�•���o ���v�� �Œ���š�Œ�]���À�]�v�P
�š�Z�� �Z���o�‰���Œ�• �}�v �š�Z�� �š�Z�]�Œ�� �š�Œ���À���Œ�•���o�U ���• �]�o�o�µ�•�š�Œ���š���� �]�v �&�]�P�µ�Œ�� �ò�X

�/�š �]�• �����•�Ç �š�} �•���� �š�Z���š �(�}�Œ �� �Œ�����š���v�P�o�� �Z���À�]�v�P �Á�]���š�Zw �~���v�� �Z���]�P�Z�šh�•�U �]�š �]�• �‰�}�•�•�]���o�� �š�} �‰���Œ�(�}�Œ�u
�š�Z�Œ���� �Z�}�Œ�]�Ì�}�v�š���o �š�Œ���À���Œ�•���o�• ���v�� �Œ���o�����•�� ���v�� �Œ���š�Œ�]���À�� �š�Z�� �Z���o�‰���Œ�• �]�v ���š �u�}�•�š3w+ h=� 1 �Ÿ�u�� �µ�v�]�š�•�X �/�š
�]�• ���o�•�} �����•�Ç �š�} �•���� �š�Z���š �š�Z�� �}�v�o�Ç �Œ���u���]�v�]�v�P �Ÿ�u�� �v���������� �]�• �(�}�Œ �š�Z�� �š�Œ�µ���l �š�} �‰���Œ�(�}�Œ�u �À���Œ�Ÿ�����o �u�}�À���•
�š�} �u�}�À�� �(�Œ�}�u �}�v�� �•�š�Œ�]�‰ �š�} �š�Z�� �v���Æ�š�U �Á�Z�]���Z �]�• �� ���}�v�•�š���v�š ���u�}�µ�v�š �}�(2 �Ÿ�u�� �µ�v�]�š�•�U �‰�o�µ�• �Á�Z���š���À���Œ �Ÿ�u��
�]�• �v���������� �(�}�Œ �š�Z�� �š�Œ�µ���l �š�} �Œ���š�µ�Œ�v �š�} �]�š�• �‰�}�]�v�š �}�( �}�Œ�]�P�]�v�U �Á�Z�]���Z �]�• ���o�•�} ���š �u�}�•�š

p
2 �Ÿ�u�� �µ�v�]�š�•�X �,���v�����U

�]�( �Á�� �o���šwi �����v�}�š�� �š�Z�� �Á�]���š�Z �}�( �Œ�����š���v�P�o��i �U �š�Z���v �š�Z�� �š�}�š���o ���u�}�µ�v�š �}�( �Ÿ�u�� �š�} ���}�u�‰�o���š�� �š�Z�]�• �š�}�µ�Œ
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�&�]�P�µ�Œ�� �ó�W �d�Z�� �š�}�µ�Œ �����•���Œ�]������ �]�v �>���u�u�� �í�ñ�V �]�š ���}�v�•�]�•�š�• �}�( �š�Z�� �•���u�� �l�]�v�� �}�( �š�}�µ�Œ ���• �]�v �&�]�P�µ�Œ�� �ò�U ���µ�š
�^�•�����o�����_ �Á�]�š�Z �Œ���•�‰�����š �š�} �š�Z�� �‰�Œ�}�������]�o�]�š�Ç ���]�•�š�Œ�]���µ�Ÿ�}�v �š�Z���š �]�• �]�v���]�����š���� ���Ç �•�Z�����]�v�P�X
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�>���u�u�� �í�ð �]�• �����š���Œ�u�]�v�]�•�Ÿ���U ���µ�š ���o�•�} �]�u�‰�o�]���• �š�Z�� �(�}�o�o�}�Á�]�v�P�W

�>���u�u�� �í�ñ�X�>���š� 0�U� 1�U ���v��k ���� �.�Æ���� ���v�� �o���šP1; : : : ; Pn ���� �]�v�����‰���v�����v�š �•���u�‰�o���• �(�Œ�}�u ���v �����•�}�r
�o�µ�š���o�Ç ���}�v�Ÿ�v�µ�}�µ�• �‰�Œ�}�������]�o�]�š�Ç �����v�•�]�š�Çf �Á�]�š�Z ���}�u�‰�����š �•�µ�‰�‰�}�Œ�šR�X �d�Z�� �}�‰�Ÿ�u���o �Ÿ�u�� �š�} ���}�u�‰�o���Ÿ�}�v
T(P1; : : : ; Pn ) �(�}�Œ �‰�Œ�}���o���u �~�^�<�í�• �•���Ÿ�•�.���•

lim sup
n!1

T(P1; : : : ; Pn )
p

n
�

3:47
p

� 0� 1k
�

ZZ

R

q
f (x) dx

�Á�]�š�Z �‰�Œ�}�������]�o�]�š�Ç �}�v���X

�W�Œ�}�}�(�X�d�Z�]�• �]�• �� �Œ�}�µ�Ÿ�v�� �•�����o�]�v�P ���Œ�P�µ�u���v�š�U �š�}�P���š�Z���Œ �Á�]�š�Z �š�Z�� �o���Á �}�( �o���Œ�P�� �v�µ�u�����Œ�• ���v�� �š�Z�� �(�����šT(�)
�]�• �� �•�µ���������]�Ÿ�À�� ���µ���o�]�������v �(�µ�v���Ÿ�}�v���o �~�•���� ���o���]�u �í�î�•�V �•���� �^�����Ÿ�}�v �� �}�( �š�Z�� ���‰�‰���v���]�Æ �(�}�Œ �����š���]�o�•�X

�ñ�X�ð ���}�v�À���Œ�P���v���� ���v���o�Ç�•�]�• �(�}�Œ �~�^�<�í�• ���v�� �~�^�<�î�•

�t�� �Z���À�� �v�}�Á ���}�o�o�����š���� ���v�}�µ�P�Z �•�µ�‰�‰�}�Œ�Ÿ�v�P ���À�]�����v���� �(�}�Œ �}�µ�Œ �u���]�v ���o���]�u�W
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�� ���d�Z���}�Œ���u �í�ò�X�>���š� 0�U� 1�U ���v��k ���� �.�Æ�����X �>���šTn �����v�}�š�� �š�Z�� �}�‰�Ÿ�u���o �}���i�����Ÿ�À�� �À���o�µ�� �š�} �‰�Œ�}���o���u
�~�^�<�í�•�U �Á�Z���Œ�� �]�v�‰�µ�š �‰�}�]�v�š�•P1; : : : ; Pn ���Œ�� �]�v�����‰���v�����v�š �µ�v�]�(�}�Œ�u �•���u�‰�o���• �]�v �š�Z�� �µ�v�]�š �•�‹�µ���Œ���X �d�Z���v
�š�Z���Œ�� ���Æ�]�•�š�• �� ���}�v�•�š���v�š� �^�<�í�•���Ÿ�•�(�Ç�]�v�P0:1389< � �^�<�í< 3:47�•�µ���Z �š�Z���š

Tnp
n

!
� �^�<�íq

� 0 maxf � 0; � 1kg
�~�ò�•

�Á�]�š�Z �‰�Œ�}�������]�o�]�š�Ç �}�v�� ���•n ! 1 �X �D�}�Œ���}�À���Œ�U �š�Z�� �•���u�� �•�š���š���u���v�š �Z�}�o���• �(�}�Œ �� ���]�+���Œ���v�š ���}�v�•�š���v�š
� �^�<�î� � �^�<�í�Á�Z���vTn �]�• �š�Z�� �}�‰�Ÿ�u���o �}���i�����Ÿ�À�� �À���o�µ�� �š�} �‰�Œ�}���o���u �~�^�<�î�•�U �Á�Z�]���Z ���o�•�} �•���Ÿ�•�.���•0:1389<
� �^�<�î < 3:47�X �&�]�v���o�o�Ç�U �Á�Z���v �š�Z�� �‰�}�]�v�š�•P1; : : : ; Pn ���Œ�� �]�v�����‰���v�����v�š �•���u�‰�o���• �(�Œ�}�u ���v �����•�}�o�µ�š���o�Ç
���}�v�Ÿ�v�µ�}�µ�• �‰�Œ�}�������]�o�]�š�Ç �����v�•�]�š�Çf �Á�]�š�Z ���}�u�‰�����š �•�µ�‰�‰�}�Œ�šR�U �Á�� �Z���À��

0:1389c � lim inf
Tnp

n
� lim sup

Tnp
n

� 3:47c

�Á�]�š�Z �‰�Œ�}�������]�o�]�š�Ç �}�v�� ���•n ! 1 �U �Á�Z���Œ��Tn �]�• �š�Z�� �}�‰�Ÿ�u���o �}���i�����Ÿ�À�� �À���o�µ�� �š�} ���]�š�Z���Œ �‰�Œ�}���o���u �~�^�<�í�•
�}�Œ �~�^�<�î�•�U ���v��

c =

RR
R

q
f (x) dx

q
� 0 maxf � 0; � 1kg

:

�W�Œ�}�}�(�X�d�} �•�]�u�‰�o�]�(�Ç �v�}�š���Ÿ�}�v�U ���•�•�µ�u�� �Á�]�š�Z�}�µ�š �o�}�•�• �}�( �P���v���Œ���o�]�š�Ç �š�Z���š� 0 = 1 ���v�� �•���št = � 1k�U ���v��
�Œ���Á�Œ�]�š�� �š�Z�� �����•�]�Œ���� �Œ���•�µ�o�š �~�ò�• ���‹�µ�]�À���o���v�š�o�Ç ���•

q
maxf 1; tg �

Tnp
n

! � �^�<�í:

�d�Z�� ���Æ�]�•�š���v���� �}�(� �^�<�í���v��� �^�<�î�Á���• ���o�Œ�������Ç ���•�š�����o�]�•�Z���� �]�v ���o���]�u �í�î �~�•���š� �^�<�í= c�^�<�í

q
� 0 maxf � 0; � 1kg

���v�� �•�} �(�}�Œ�š�Z�•�V �š�Z�� �Œ�����o �Á�}�Œ�l �o�]���• �]�v ���}�u�‰�µ�Ÿ�v�P �š�Z�� ���}�µ�v���• �}�v �š�Z���•�� ���}�v�•�š���v�š�•�X �^�]�v����� �^�<�î� � �^�<�í�U �]�š
�Á�]�o�o �•�µ�8���� �š�} �•�Z�}�Á �š�Z���š0:1389< � �^�<�î���v�� �š�Z���š� �^�<�í< 3:47�X �d�} �•�Z�}�Á �š�Z���š0:1389< � �^�<�î�U �>���u�u��
�í�ï �•���Ç�• �š�Z���š

Tn �
TSP(P1; : : : ; Pn )

1 + t
�~�ó�•

=) lim
n!1

Tnp
n

� lim
n!1

TSP(P1; : : : ; Pn )
(1 + t)

p
n

=
� �d�^�W

1 + t
�~�ô�•

=)
q

maxf 1; tg � lim
n!1

Tnp
n

�
q

maxf 1; tg �
� �d�^�W

1 + t
�

0:625
q

maxf 1; tg

1 + t

=) � �^�<�î�
0:625

q
maxf 1; tg

1 + t
> 0:1389�Á�Z���v���À���Œt < 18:166; �~�õ�•

�Á�Z���Œ�� �]�v �~�ô�• �Á�� ���Œ�� �i�µ�•�Ÿ�.���� �]�v �š���l�]�v�P �o�]�u�]�š�• ���• �Á�� �Z���À�� �•�����v �•�µ���Z �o�]�u�]�š�• ���Æ�]�•�š�• �(�}�Œ �‰�Œ�}���o���u �~�^�<�î�•
�~���o���]�u �í�î�• ���v�� �(�}�Œ �š�Z�� �d�^�W �~�d�Z���}�Œ���u �ï�•�X

�î�ô
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�� ���/�v �������]�Ÿ�}�v �>���u�u�� �í�ï �š���o�o�• �µ�• �š�Z���š�U �‰�Œ�}�À�]������t � 2�U

Tn �
BMed(P1; : : : Pn ; btc)

btc + t
�~�í�ì�•

=) lim
n!1

Tnp
n

� lim
n!1

BMed(P1; : : : Pn ; btc)
(btc + t)

p
n

=
� BMed(btc)

btc + t
�~�í�í�•

=)
q

maxf 1; tg � lim
n!1

Tnp
n

�
� BMed(btc)

q
maxf 1; tg

btc + t
�

p
2btc(3=2)

q
maxf 1; tg

e
p

� (btc + 1)( btc + t)
�~�í�î�•

=) � �^�<�î�

p
2btc(3=2)

q
maxf 1; tg

e
p

� (btc + 1)( btc + t)
> 0:1389�Á�Z���v���À���Œt � 18:166; �~�í�ï�•

�Á�Z���Œ�� �]�v �~�í�í�• �Á�� ���Œ�� �i�µ�•�Ÿ�.���� �]�v �š���l�]�v�P �o�]�u�]�š�• ���• �Á�� �Z���À�� �•�����v �•�µ���Z �o�]�u�]�š�• ���Æ�]�•�š�• �(�}�Œ �‰�Œ�}���o���u �~�^�<�î�•
�~���o���]�u �í�î�• ���v�� �(�}�Œ �š�Z�� �����o���v������ �u�����]���v�• �‰�Œ�}���o���u �~�d�Z���}�Œ���u �ô�•�U ���v�� �]�v �~�í�î�• �Á�� �Z���À�� ���‰�‰�o�]���� �d�Z���r
�}�Œ���u �õ�X

�d�Z�� �µ�‰�‰���Œ ���}�µ�v��� �^�<�í< 3:47�]�• �À���Œ�Ç �•�]�u�‰�o���X �&�Œ�}�u �>���u�u�� �í�ð�U �Á�� �Z���À��

Tn �
2
p

3
p

t
�
p

n + C �~�í�ð�•

=)
q

maxf 1; tg � lim
n!1

Tnp
n

�
q

maxf 1; tg � lim
n!1

 
2
p

3
p

t
+

C
p

n

!

=) � �^�<�í� 2
p

3 < 3:47�(�}�Œt � 1;

���v�� �(�}�Œt < 1�U �Á�� �•�]�u�‰�o�Ç ���•���Z���Á �š�Z�� �Z���o�‰���Œ�• ���o�š�}�P���š�Z���Œ ���v�� �À�]�•�]�š ���o�o �}�( �š�Z��Pi �[�• �Á�]�š�Z �š�Z�� �š�Œ�µ���l �~�š�}
���� �‰�Œ�����]�•���U �•�]�v���� �š�Z�� �š�Œ�µ���l �]�• �v�}�š ���o�o�}�Á���� �š�} �À�]�•�]�š ���v�Ç �‰�}�]�v�š�• �]�v �~�^�<�í�•�U �Á�� ���Œ�]�v�P �š�Z�� �š�Œ�µ���l �Á�]�š�Z�]�v
���Œ���]�š�Œ���Œ�]�o�Ç �•�u���o�o ���]�•�š���v����� �(�Œ�}�u �������ZPi ���v�� �Œ���o�����•�� ���v�� �Œ���š�Œ�]���À�� �}�v�� �}�( �š�Z�� �Z���o�‰���Œ�•�•�W

lim
n!1

Tnp
n

� � �d�^�W

=)
q

maxf 1; tg � lim
n!1

Tnp
n

�
q

maxf 1; tg � � �d�^�W= � �d�^�W

=) � �^�<�í� � �d�^�W� 0:9204�(�}�Œt < 1

���• �����•�]�Œ�����X �d�Z�]�• ���}�u�‰�o���š���• �š�Z�� �‰�Œ�}�}�( �}�( �š�Z�� �µ�v�]�(�}�Œ�u �����•�� �}�( �d�Z���}�Œ���u �í�ò�X
�d�Z�� �v�}�v�r�µ�v�]�(�}�Œ�u �����•�� �}�( �d�Z���}�Œ���u �í�ò �(�}�o�o�}�Á�• �š�Z�� ���Æ�����š �•���u�� �o�}�P�]���V �š�Z�� �}�v�o�Ç ���]�•�Ÿ�v���Ÿ�}�v �]�•

�š�Z���š �Á�� ���Œ�� �v�} �o�}�v�P���Œ �P�µ���Œ���v�š������ �š�Z���šTn=
p

n �Z���• �� �o�]�u�]�š�U �•�} �Á�� �u���Œ���o�Ç �Œ���‰�o������ ���o�o �]�v�•�š���v�����• �}�(
� l̂imn!1 Tn=

p
n�_ �Á�]�š�Z ���]�š�Z���Œ �� �^lim inf n!1 �_ �}�Œ �� �^lim supn!1 �_ �����‰���v���]�v�P �}�v �Á�Z���š�Z���Œ �Á�� ���Œ��

���}�µ�v���]�v�P �(�Œ�}�u �����}�À�� �}�Œ �����o�}�Á�X �&�}�Œ ���Æ���u�‰�o���U �š�Z�� �o�}�Á���Œ ���}�µ�v�� �~�ó�• �������}�u���•

Tn �
TSP(P1; : : : ; Pn )

1 + t

=) lim inf
n!1

Tnp
n

� lim
n!1

TSP(P1; : : : ; Pn )
(1 + t)

p
n

=
� �d�^�W
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R

q
f (x) dx

1 + t
�

0:625
RR

R

q
f (x) dx

1 + t

=)
q

maxf 1; tg � lim inf
n!1

Tnp
n

�
0:625

q
maxf 1; tg

1 + t

ZZ

R

q
f (x) dx > 0:1389

ZZ

R

q
f (x) dx �Á�Z���v���À���Œt < 18:166

=) lim inf
n!1

Tnp
n

� 0:1389c �Á�Z���v���À���Œt < 18:166:
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�� ���d�Z�� �•���u�� �Œ�����•�}�v�]�v�P �]�• ���‰�‰�o�]���� �(�}�Œ �š�Z�� ���}�µ�v�������r�u�����]���v�•�r�����Œ�]�À���� �o�}�Á���Œ ���}�µ�v�� �(�}�Œt � 18:166�X
�d�Z�� �µ�‰�‰���Œ ���}�µ�v�� �š�Z���šlim supTn=

p
n � 3:47c �]�• ���o�•�} �]�u�u�����]���š���V �Á�� ���o�Œ�������Ç �‰�Œ�}�À���� �š�Z�]�• �(�}�Œ

t � 1 �]�v �>���u�u�� �í�ñ�U ���v�� �Á�Z���vt < 1�U �Á�� ���P���]�v ���•���Z���Á �š�Z�� �Z���o�‰���Œ�• ���o�š�}�P���š�Z���Œ ���v�� �µ�•�� �š�Z�� �š�Œ�µ���l�W

lim sup
n!1

Tnp
n

� � �d�^�W

ZZ

R

q
f (x) dx � 0:9204

ZZ

R

q
f (x) dx < 3:47c ;

�Á�Z�]���Z ���}�u�‰�o���š���• �š�Z�� �‰�Œ�}�}�(�X

�ò �Z���u���Œ�l�•

�/�v�(�}�Œ�u���o�o�Ç�U �d�Z���}�Œ���u �í�ò �•���Ç�• �š�Z���š �š�Z�� �Ÿ�u�� �š�} ���}�u�‰�o���Ÿ�}�v �}�( �� �•�]�����l�]���l �Œ�}�µ�Ÿ�v�P �‰�Œ�}���o���u �•���Ÿ�•�.���•

�d�]�u�� �t�]�š�Z �^�]�����l�]���l�•/
p

n
q

� 0 maxf � 0; � 1kg
:

�t�� �•���� �]�u�u�����]���š���o�Ç �š�Z���š �(�}�Œ(k� 1)=� 0 < 1�U ���}�š�Z �š�Z�� �o�}�Á���Œ ���v�� �µ�‰�‰���Œ ���}�µ�v���• �}�v �š�Z�� �^�]�����l�]���l
�‰�Œ�}���o���u�• �š�Z���š �‰�Œ�}���µ���� �}�µ�Œ �Œ���•�µ�o�š ���Œ�� ���}�v�•�š���v�š �u�µ�o�Ÿ�‰�o���• �}�( �š�Z�� �}�‰�Ÿ�u���o �d�^�W �}���i�����Ÿ�À���X �t�� ���}�v���o�µ����
�š�Z���š �š�Z�� ���•�Ç�u�‰�š�}�Ÿ�� �����Z���À�]�}�Œ �}�( �š�Z�� �•�]�����l�]���l �‰�Œ�}���o���u �o�}�}�l�• �u�}�Œ�� �}�Œ �o���•�• �o�]�l�� �š�Z���š �}�( �š�Z�� �d�^�W �]�v �š�Z�]�•
�����•���X �d�Z�]�• �Ç�]���o���• �š�Z�� �u���v���P���Œ�]���o �]�v�•�]�P�Z�š �š�Z���š �š�Z���Œ�� �]�• �v�} �Œ�����o �����v���.�š �š�} �]�v�š�Œ�}���µ���]�v�P �•�]�����l�]���l�• �]�(
�Á�� ���Œ�� �v�}�š �P�µ���Œ���v�š������(k� 1)=� 0 � 1�X �/�( �Á�� �Á�]�o�o �Z���À�� �•�µ�8���]���v�š�o�Ç �(���•�š �}�Œ �•�µ�8���]���v�š�o�Ç �v�µ�u���Œ�}�µ�•
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Data Management Plan (Heading 1 style) 
Products of Research  
The data that were collected consist of uniformly sampled points in a geographic region as well as 
lat/lng pairs sampled from Southern California.  All origin-destination distances can be computed using 
OpenStreetMaps, Google Maps, or HERE Maps. 
 
Data Format and Content  
There are no files to share; all experiments can be reproduced using only the contents of this paper. 
 
Data Access and Sharing  
The general public can access the data from this paper by repeating the experiments that we conducted, 
which merely require a random number generator. 
 
Reuse and Redistribution  
No restrictions to report.  
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log �( x + 1) = x logx � x +
1
2

logx +
1
2

log 2 +
1
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log� + O(1=x):
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f (kxk)dx =

Z r

0
Sd� 1(t)f (t)dt;
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2� d=2

�( d=2)
td� 1:
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� l2n :
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Z
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� � �

Z

B2 (l �
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Z
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�o�}�Á���Œ ���}�µ�v�� ���Ç �.�Œ�•�š ���•�•�µ�u�]�v�P �Á�� ���Œ�� �]�v �š�Z�� �����•�� �š�Z���š �š�Z��X i ���Œ�� �]�X�]�X���X�l�M�B�7([0; 1]2)�X �t�� ���u�‰�o�}�Ç
�š�Z�� �µ�v�]�}�v ���}�µ�v���X

P(BMed(X 1; : : : ; X n ; d) < l )

= P(�•�}�u�� �•���o�����Ÿ�}�v �}�(�U ���v�� ���•�•�]�P�v�u���v�š �š�}�U �u�����]���v�• �]�• �}�( ���}�•�š< l )

� �•�µ�u �}�À���Œ ���o�o �•���o�����Ÿ�}�v�• ���v�� ���•�•�]�P�v�u���v�š�• �}�(P�~���}�•�š �}�( �•���o�����Ÿ�}�v�U ���•�•�]�P�v�u���v�š< l �•

= ( �· �Á���Ç�• �•���o�����š �u�����]���v�•)( �· �Á���Ç�• ���•�•�]�P�v �‰�}�]�v�š�•)P(���}�•�š �}�( ���Œ���]�š�Œ���Œ�Ç ���Z�}�]����< l )

=

 
n
p

!

pn� pP(���}�•�š �}�( ���Œ���]�š�Œ���Œ�Ç �•���o�����Ÿ�}�v ���v�� ���•�•�]�P�v�u���v�š< l ):

�d�} �}���š���]�v ���v �µ�‰�‰���Œ ���}�µ�v�� �}�v �š�Z�� �‰�Œ�}�������]�o�]�š�Ç �š�Z���š ���v ���Œ���]�š�Œ���Œ�Ç �•���o�����Ÿ�}�v ���v�� ���•�•�]�P�v�u���v�š �Z���• ���}�•�š
�o���•�• �š�Z���vl �Á�� �.�Æ �}�µ�Œ �u�����]���v �]�v���]�����•�US�U ���v�� �}�µ�Œ ���•�•�]�P�v�u���v�š �u���‰� ���v�� �.�Œ�•�š �Œ�������o�o �š�Z���šX � ( i ) �]�•
�š�Z�� �u�����]���v ���•�•�]�P�v���� �š�} �‰�}�]�v�šX i �X ���������µ�•�� �Á�� �����v �Œ���}�Œ�����Œ ���v�� �����i�µ�•�š� ���v��S �������}�Œ���]�v�P�o�Ç�U �Á��
�u���Ç ���•�•�µ�u�� �Á�]�š�Z�}�µ�š �o�}�•�• �}�( �P���v���Œ���o�]�š�Ç �š�Z���š �š�Z��X i ���Œ�� �}�Œ�����Œ���� �•�µ���Z �š�Z���š �š�Z�� �u�����]���v�• �Á�� �Z���À��
�•���o�����š���� ���Œ�� �š�Z�� �o���•�šp �‰�}�]�v�š�•�UX n� p+1 ; : : : ; X n �X �t�� �š�Z���v �Z���À�� �š�Z�� ���}�•�š �}�( �� �‰���Œ�Ÿ���µ�o���Œ �•���o�����Ÿ�}�v
���v�� ���•�•�]�P�v�u���v�š �]�• �P�]�À���v ���Ç

P n� p
i =1 kX i � X � ( i )k�X �t�� �Z���À��

P

 
n � pX

i =1

kX i � X � ( i ) k < l

!

=

Z

( x n � p +1 ;:::;x n ) 2 [0 ;1] 2p

P

 
n � pX

i =1

kX i � X � ( i ) k < l
�
�
� (X n � p+1 ; : : : ; X n ) = ( xn � p+1 ; : : : x n )

!

dF( X n � p +1 ;:::;X n ) (xn � p+1 ; : : : x n ):

�>���š

E(l; (xn� p+1 ; : : : ; xn )) :=

(

x1; : : : ; xn� p 2 R2 :
n� pX

i =1

kx i � x � ( i )k < l

)

:

�d�Z���v �Œ�������o�o�]�v�P �š�Z���š �š�Z��X i ���Œ�� ���Œ���Á�v �µ�v�]�(�}�Œ�u�o�Ç �(�Œ�}�u �š�Z�� �µ�v�]�š �•�‹�µ���Œ�� �Á�� �Z���À�� �(�}�Œ ���o�o(xn� p+1 ; : : : ; xn )�U

P

 n� pX

i =1

kX i � X � ( i )k < l
�
�
�
�(X n� p+1 ; : : : ; X n ) = ( xn� p+1 ; : : : xn )

!

= P((X 1; : : : ; X n� p) 2 E(l; (xn� p+1 ; : : : ; xn )))

= Vol( E(l; (xn� p+1 ; : : : ; xn )) \ [0; 1]2)

� Vol(E(l; (xn� p+1 ; : : : ; xn )) :

�d�} ���}�u�‰�µ�š�� �š�Z�]�• �À�}�o�µ�u�� �Á�� �u���l�� �š�Z�� �À�}�o�µ�u�� �‰�Œ���•���Œ�À�]�v�P �š�Œ���v�•�(�}�Œ�u���Ÿ�}�vui := x i � x � ( i )

�~�š�Z���š �]�•�U �š�Œ���v�•�o���š�� �������Z �u�����]���v �‰�}�]�v�š �š�} �š�Z�� �}�Œ�]�P�]�v ���v�� �u�}�À�� �]�š�• ���•�•�]�P�v���� �•���š ���}�u�u���v�•�µ�Œ���š���o�Ç�• ���v��
���}�v�•�]�����Œ

E0(l ) :=

(

u1; : : : ; un� p 2 R2 :
n� pX

i =1

kui k < l

)

:

���o�����Œ�o�Ç �(�}�Œ ���o�o �‰�}�•�•�]���o�� �u�����]���v �o�}�����Ÿ�}�v�•(xn� p+1 ; : : : ; xn ) ���v�� ���o�o �}�( �}�µ�Œ ���Z�}�]�����• �}�(� �U �Á�� �Z���À�� �š�Z���š
Vol(E(l; f xn� p+1 ; : : : ; xng)) = Vol( E0(l )) �Á�Z�]���Z �]�• �}�v�o�Ç �����‰���v�����v�š �}�vl �X ���Ç �>���u�u�� �í�õ �Á�� �Z���À��

Vol(E0(l )) =
(2� )n� p

�(2( n � p) + 1)
� l2(n� p) :

�ð�ò



�d�Z�µ�• �(�}�Œ ���o�o �•���o�����Ÿ�}�v�• �}�(S ���v��� �U

P

 n� pX

i =1

kX i � X � ( i )k < l

!

�
Z

Vol(E0(l ))dF(X n � p+1 ;:::;X n )

= Vol( E0(l ))

=
(2� )n� p

�(2( n � p) + 1)
� l2(n� p) :

���}�u���]�v�]�v�P �š�Z�� �����}�À��

P(BMed(X 1; : : : ; X n ; d) < l ) �

 
n
p

!

pn� p �
(2� )n� p

�(2( n � p) + 1)
� l2(n� p) :

�d���l�]�v�P �o�}�P���Œ�]�š�Z�u�• �š�Z���v �Ç�]���o���•

logP(BMed(X 1; : : : ; X n ; d) < l ) = log

  
n
p

!

pn� p �
(2� )n� p

�(2( n � p) + 1)
� (c

p
n)2(n� p)

!

� log

 
�( n + 1)

�( p + 1)�( n � p + 1)
� pn� p �

(2� )n� p

�(2( n � p) + 1)
� l2(n� p)

!

�
�

log(p) + log(2) + log( � ) + 2 log( l) + log( n) + 2 � log(n � p)�

2 log(2n � 2p)
�

n � 2plog(l) � p log(� ) � 2plog(p) + log( n � p)p+

2 log(2n � 2p)p � plog(2) � log(� ) � log(2) � 2p + O
� 1

n

�

;

�Á�Z���Œ�� �Á�� �Z���À�� ���u�‰�o�}�Ç���� �>���u�u�� �í�ó�X �/�š �]�• ���o�����Œ �š�Z���š �š�Z�]�• �µ�‰�‰���Œ ���}�µ�v�� �P�}���• �š�} �v���P���Ÿ�À�� �]�v�.�v�]�š�Ç
���•n �P�}���• �š�} �]�v�.�v�]�š�Ç �]�( ���v�� �}�v�o�Ç �]�( �š�Z�� ���}���8���]���v�š �}�(n �]�• �v���P���Ÿ�À���X �&�}�Œ �o���Œ�P��n �Á�� ���Œ�� �i�µ�•�Ÿ�.���� �]�v
�]�P�v�}�Œ�]�v�P �š�Z�� �����]�o�]�v�P ���v�� �•�µ���•�Ÿ�š�µ�Ÿ�v�Pn=(d + 1) �(�}�Œp�X �t�� �š�Z���v �Z���À�� ���•n ! 1 �U

P(BMed(X 1; : : : ; X n ; d) < l ) ! 0

*

log
� n

d + 1

�

+ log (2) + log ( � ) + 2 log ( l) + log ( n) + 2 � log
�

n �
n

d + 1

�

� 2 log
�

2n � 2
n

d + 1

�

< 0

m

l <

p
2d(3=2)

e
p

� (d + 1)
�
p

n:

�d�Z�� �Œ���•�µ�o�š �š�Z���v �(�}�o�o�}�Á�• �����•�]�o�Ç �(�Œ�}�u �š�Z�� ���o�u�}�•�š �•�µ�Œ�� ���}�v�À���Œ�P���v���� �š�}� BMed�X

�� �W�Œ�}�}�( �}�( �>���u�u�� �í�ñ

�/�(f �]�• �����•�}�o�µ�š���o�Ç ���}�v�Ÿ�v�µ�}�µ�•�U �š�Z���v �]�š �����v ���� ���‰�‰�Œ�}�Æ�]�u���š���� ���Œ���]�š�Œ���Œ�]�o�Ç �Á���o�o �Á�]�š�Z �.�v�]�š���o�Ç �u���v�Ç �•�š���‰
�(�µ�v���Ÿ�}�v�• �}�vR �U ���v�� �Á�� �š�Z���Œ���(�}�Œ�� ���•�•�µ�u�� �Á�]�š�Z�}�µ�š �o�}�•�• �}�( �P���v���Œ���o�]�š�Ç �š�Z���šf �š���l���• �‰�Œ�����]�•���o�Ç �š�Z�]�•
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�(�}�Œ�u�X �d�} ���� �u�}�Œ�� �•�‰�����]�.���U �Á�� ���•�•�µ�u�� �š�Z���šf (x) =
P m

i =1 f i � i (x)�U �Á�Z���Œ��� i (x) �]�• ���v �]�v���]�����š�}�Œ
�(�µ�v���Ÿ�}�v �Œ���‰�Œ���•���v�Ÿ�v�P �u���u�����Œ�•�Z�]�‰ �]�v �� �•�‹�µ���Œ�� �P�Œ�]�� �����o�oi �X �>���š� �����v�}�š�� �š�Z�� ���Œ���� �}�( �������Z �P�Œ�]�� �����o�o�U
�•�} �š�Z���š

RR
R f (x) dx =

P m
i =1 �f i = 1�U ���v�� �o���šN i �����v�}�š�� �š�Z�� �v�µ�u�����Œ �}�( �•���u�‰�o���• �}�(f P1; : : : ; Png

�š�Z���š �����o�}�v�P �š�} �����o�oi �~�•�} �š�Z���š
P m

i =1 N i = n�•�X
�/�š �]�• ���o�����Œ �š�Z���š �Á�� �����v ���}�v�•�š�Œ�µ���š �� �(�����•�]���o�� �š�}�µ�Œ ���Ç ���‰�‰�o�Ç�]�v�P �>���u�u�� �í�ð �š�} �������Z �P�Œ�]�� �����o�o ���v�� �š�Z���v

�^�•�Ÿ�š���Z�]�v�P�_ �š�Z�� �š�}�µ�Œ�• �Á�]�š�Z�]�v �������Z �P�Œ�]�� �����o�o �š�}�P���š�Z���Œ�X �����Œ�š���]�v�o�Ç�U �š�Z�� ���u�}�µ�v�š �}�( �Ÿ�u�� �v���������� �š�} �À�]�•�]�š
���o�oN i �‰�}�]�v�š�• �]�v �P�Œ�]�� �����o�oi �]�• ���š �u�}�•�š

p
�

 
2
p

3
p

� 0� 1k
�

q
N i + Ci

!

�(�}�Œ �•�}�u�� ���}�v�•�š���v�šCi �U ���v�� �š�Z�� ���u�}�µ�v�š �}�( �������]�Ÿ�}�v���o �Ÿ�u�� �v���������� �š�} �^�•�Ÿ�š���Z�_ ���o�o �}�( �š�Z�� �š�}�µ�Œ�• �š�}�r
�P���š�Z���Œ �]�• �� ���}�v�•�š���v�šC0 �š�Z���š ���}���• �v�}�š �����‰���v�� �}�vn�X �^�µ�u�u�]�v�P ���o�o �}�( �š�Z���•�� �š�}�P���š�Z���Œ ���v�� �o���«�v�P
C =

P m
i =0 Ci �U �Á�� �Z���À��

T(P1; : : : ; Pn ) �
p

�
mX

i =1

 
2
p

3
p

� 0� 1k
�

q
N i + Ci

!

+ C0

=)
T(P1; : : : ; Pn )

p
n

�
p

�
mX

i =1

0

@ 2
p

3
p

� 0� 1k
�

s
N i

n

1

A +
C

p
n

���v�� �•�]�v����N i =n ! �f i �Á�]�š�Z �‰�Œ�}�������]�o�]�š�Ç �}�v���U �Á�� �•���� �š�Z���š

lim sup
n!1

T(P1; : : : ; Pn )
p

n
�

p
�

mX

i =1

2
p

3
p

� 0� 1k
�

q
�f i =

2
p

3
p

� 0� 1k

mX

i =1

�
q

f i =
2
p

3
p

� 0� 1k

ZZ

R

q
f (x) dx

���• �����•�]�Œ�����X
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